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Compilate I'intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova € di tre ore. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro a questo
foglio.

Esercizio 1. Calcolate la lunghezza L della curva parametrica «(t) = log (cost)e; + tea, t € [0, 7/4].

Soluzione. La curva 7 e liscia e risulta

1
WOl = Vien?t+1= ——,  te0,n/4.

La lunghezza di v ¢ quindi data da

’7'1'/4 1 7'1'/4 t
R R
o cost o 1—sen<t

cosicché, procedendo per sostituzione ponendo x = sent, si ha infine
V2 1. (1 AL 2 4+1
:/ ——dr = ;log Rk = —log Q ZIOg(\@—i-l).
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Esercizio 2.  Determinate la funzione g € C*(R) per la quale il campo vettoriale f € C*(R? R?) di
componenti f = (f!, f?) definite da

{fl(w,y) = 2?(y* + 3y°/2)
Fxy) =g@) (> +y)

risulta conservativo in R? e, data la curva parametrica

Lfm:

Soluzione. Essendo R? convesso, il campo vettoriale f & conservativo in R? se e solo se ¢ irrotazionale
in R? ovvero se e solo se risulta f}(z,y) = f2(z,y) per ogni (z,y) € R%. Deve dunque essere

322y +y) = fy(x,y) = fo(z,y) =g (@)W +y)  (z,y) €R?

da cui segue che deve essere ¢'(x) = 322 per ogni # € R ovvero g(x) = 23 + ¢, * € R, con ¢ € R costante
arbitraria. Per tali funzioni g il potenziale del campo vettoriale f che si annula nell’origine ¢ dato da

(z,y) € R?,

—~

t) = (cost)er + (sent)eq, t € [—m/2,m/2], risulta

[SCIN )

T Y Y
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}N@yy_A(f@ﬁﬁ#+[;f@;®ﬁ_:é(x+wﬂt+wdh_@ O3+ 52/2)
per ogni (z,y) € R? e, essendo v(—7/2) = (0, —1) e v(r/2) = (0, 1), si ha
/fﬂzF@Jyfﬂ&—D:2d3

da cui segue che deve essere ¢ = 1. La funzione g cercata & quindi g(x) = 23 + 1, x € R.




Esercizio 3. Sia
f(z,y,z) =2log (x4 2y) — 2yz — 2°> — x + 62, (x,y,2) € D.
Determinate
(a) il dominio D di f;

(b) i punti critici di f e la loro natura.

Soluzione. (a) La funzione f ¢ evidentemente definita nell’insieme
D= {(z,y,2): x+2y >0}
che & uno dei due semispazi aperti individuati dal piano di R? di equazione = + 2y = 0.
(b) La funzione f e di classe C*° nell’insieme aperto D. Le derivate parziali di f sono date da

2

fr($7yvz) = T+ 2y

_1; fy(ﬂz,y,z): 22; fz(x,y,z):—2y+6—2z,

x+2y_

per ogni (z,y,2) € D e quindi i punti critici sono le soluzioni z,y, z con = + 2y > 0 del sistema formato
dalle equazioni

2
—-1=0
x—z2y r+2y=2
-2z = = 2(z+2y) =2
x4+ 2y
y+z=3.
—2y+6—-2z=0

Dalle prime due equazioni si ricava che deve essere z = 1 e quindi dalla terza e dalla prima segue y = 2
e x = —2. Risulta (-2,2,,1) € D e quindi il punto P di coordinate P = (—2,2,,1) & (I'unico) punto
critico di f.

Le derivate seconde di f sono date da

2 4
- __ = . - __ = . =0:
fwm(x7y7z) ($+2y>2’ fym(xayaz) (x_'_Qy)Q? fzx(xasz) 9
8
= —-— — _2-
fyy(xay7z) (x+2y)27 fzy(xayaz) ’
fzz(xaywz) - _27
per ogni (z,y,2) € D e quindi la matrice hessiana di f in P ¢
-1/2 -1 0
D?f(-2,2, )= -1 -2 -2
0 -2 =2
Poiché i determinanti delle sottomatrici disposte lungo la diagonale principale sono Ay = —1/2, Ay =0

e Az = 2, dal criterio di Sylvester si conclude che la matrice hessiana D?f(P) ha due autovalori di segno
discorde e quindi che il punto critico P € un punto di sella di f.




Esercizio 4. Sia
K={(z,y,2): 2 +y* <4demax{0,1— (2> +y*)} <2< 1}.

(a) Descrivete 'insieme K.

(b) CalcolateI:/ 2d(x,y,z).
K

Soluzione. L’insieme K ¢ il solido di rotazione che si ottiene facendo ruotare attorno all’asse z la figura
contenuta nel primo quadrante del piano rz (con r = y/x2 + y2) definita dalle disuguaglianze

maX{O,l—r2}§z§1 e 0<r<2

come illustrato nella figura sotto.

La proiezione di K sull’asse z ¢ 'intervallo [0, 1] e le corrispondenti sezioni sono le corone circolari

K ={@y): Vi—z< VB t@#<2},  0<z<1,

e quindi, integrando per strati, dalla formula di riduzione risulta

1 1 1
I:/22’K2|d2’=/ﬂ'2:2[4—(1—2)] dz:w/ (322 +2%)de = ="
0 0 0 4




Esercizio 5. Data ’equazione differenziale

determinate

(a) tutte le soluzioni z(t) dell’equazione differenziale;

(b) la soluzione x(t) tale che xz(0) = 2/(0) = 0.

Soluzione. (a) L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica & A2+ X = A(A+1) = 0 le cui soluzioni sono date da \; =0 e Ay = —1.
Quindi, le funzioni

z1(t) = 1; wa(t) = e

con t € R sono un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea e si puo procedere alla ricerca
di una soluzione dell’equazione completa con il metodo di variazione delle costanti arbitrarie cercando una
soluzione della forma

zp(t) = e1(t) + ca(t)e ™, t eR,

con ¢ e ¢y funzioni di classe C! in R tali che

A t)x(t) + h(t)z2(t) =0

/ / / / 1 teR.
A (t)z1(t) + cy(t)za(t) = 11 ot
Deve quindi essere
A(t) + ch(t)e t =0
1 teR,
— I (He—t =
ca(t)e 1+et
da cui segue facilmente
1 el
A (t) = Tra  © ch(t) = 1y

per ogni t € R. Integrando, si trova (a meno di costanti arbitrarie)

1 el 1 1 1
)= | —=dt= | ———dt= | ———d = - — d
eilt) /1 + et /et(l + ef) /ac(l + ) v ot /(x 1 —i—x) v

t
(§
Cg(t) = —/wdt = —log(]. +et);

o (75%)
= 10 ’
r=et g 1+ et

per ogni t € R da cui segue

t

p(1) ZIOg( )—e_tlog(l—f—et) =t—(1+e ') log(1+e'), teR

e
1+4et
Pertanto, tutte le soluzioni dell’equazione sono le funzioni

z(t) =C1+ Coe '+t — (1+e ") log (1 +¢€), tEeR,
con C; € R (i =1,2) costanti arbitrarie.
(b) Tenendo conto di (a), scegliamo le costanti C; € R (i = 1,2) in modo che risulti z(0) = 2/(0) = 0. Si
ha
2'(0) = —Cy +1og2 =0

da cui segue C7; = Cy = log 2. La soluzione cercata e dunque la funzione

{x(O):C'1+Cg2log2:0

2
t)=(1+e ) log —— +1t teR.
x(t) (+e)0g1+et+, €




