COGNOME

NoMmE NON SCRIVERE QUI
MATRICOLA L1 1 1 11 |

1 2 3 4 5
LAUREA Civ AMB GEsT INFELNTLC MEC

UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PARMA
DIPARTIMENTO DI INGEGNERIA E ARCHITETTURA
ESAME DI ANALISI MATEMATICA 2 — SOLUZIONI
A.A. 2023-2024 — PARMA, 10 SETTEMBRE 2024

Compilate I'intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova & di tre ore. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro a questo
foglio.

Esercizio 1. Scrivete I’equazione del piano tangente al grafico della funzione
fla,y) = arctan (¢%y%),  (z,y) € R,
nel punto P = (—1,1).

Soluzione. La funzione f ¢ di classe C* in R? e I'equazione del piano tangente al grafico di f in P &
Si ha f(—1,1) = arctan1 = 7/4 e le derivate parziali di f sono

2273 322

fm(37ay):w € fy(xay):m

per ogni (z,y) € R? da cui segue f;(—1,1) = —1e f,(—1,1) = 3/2. Sostituendo nell’equazione del piano
tangente risulta z = 7/4 — (z + 1) 4+ 3(y — 1)/2 ovvero 4z — 6y + 4z = m — 10 che & I’equazione cercata.

Esercizio 2. Calcolate I'integrale curvilineo (lavoro) del campo vettoriale f: R? — R? di componenti
fay) ==y e fx,y) =2y’
((z,y) € R?) lungo la curva parametrica v: [0,7/2] — R? definita da

v(t) = (cost)er + (sent)es, te0,m/4].

Soluzione. Poiché il campo vettoriale f € continuo e la curva parametrica v ¢ liscia, risulta
/4 /4
/fdl = / (F(y@) Y () dt = / [f!(cost,sent)(—sent) + f*(cost,sent)(cost)]| dt =
0% 0 0

w/4
= / [COSSt sen’t + cos’t sengt] dt.
0

Si ha
31 can2 2 4 2 _ 4 Lo o3, 1 5
cos’tsen“tdt = [ (sen“t —sen“t)costdt = [ (z° —a")dx = —sen’t — —sen’t + C;
r=sent 3 5
1 1
/COSQt sen’t dt = /(COSQt — cos’t)sentdt = /(1‘4 —2%) dzx = — cos’t — = cos’t + C
r=cost 5 3

da cui segue

w/4 9

w/4 1 1
+ (= cos’t — = cos’t - .
3 0 15

0 5

1 1
/ fdl= ( sen’t — = sen5t>
~ 3 5




Esercizio 3. Sia
flz,y,2) =2° —zy® — > + 222 + 202 — 2z — 22, (z,y,2) € R3.
(a) Determinate gli eventuali punti critici di f e stabilitene la natura.

(b) Determinate I'immagine f(IR?).

Soluzione. (a) La funzione f & un polinomio e quindi & di classe C*°(R3). Le derivate parziali di f sono
date da

folz,y,2) = 32% —9y® + 22 — 1; fy(x,y,2) = —2zy — 2y; fo(x,y,2) =4z + 22 — 2;
per ogni (z,y, 2) e quindi i punti critici sono le soluzioni del sistema formato dalle equazioni

322 —y? +22=1

2y(x+1) =0
r+2z=1.
Dalla seconda equazione si ricava che deve essere x = —1 o y = 0. Nel primo caso si ha z =1 e il sistema
diviene
r=-—1 r=-1
z=1 <= z=1
y2 —2z=2 y2 =4

da cui si ricavano i due punti critici Py = (—1,+2,1).
Per y = 0 il sistema diviene

3224+ 2=1 32—z =0 z(3z—1)=0
— <~
x+2z=1 r=1-2z z=(1-1z)/2
da cui si ricavano i due punti critici @ = (—0,0,1/2) e R = (1/3,0,1/3).
Per determinare la natura dei punti critici, calcoliamo la matrice hessiana di f che e

6x —2y 2
D?f(x,y,2)=|—-2y —22—-2 0
2 0 4
per ogni (z,y,z). Posto
Am:dt(D2 ’“) , =1,2,3,
et ((D°f)p L <hk<m m 3
si ha
—6 F4 2 Ay =—6
D?*f(Py)=|F4 0 0 — {Ay=-16
2 0 4 Az = —64
0 0 2 A =0
D?’f(@Q) =10 -2 0 — {Ay=-2
2 0 4 As =8
2 0 2 Ay =2
D?’f(Ry=1(0 —-8/3 0| = < Ay;=-16/3
2 0 4 Az =16/3.

e quindi in tutti i casi la matrice hessiana e invertibile e in nessun caso sono soddisfatte le condizioni del
criterio di Sylvester per avere autovalori di segno costante. Conseguentemnte, tutti i punti critici sono
punti di sella.
(b) Risulta

f(2,0,0) =2® —2 — 400 per x — +00

da cui segue f(R3) = (—o0, +00) per il teorema dei valori intermedi.




Esercizio 4. Sia
K:{(az,y,z): 24yt —2y/2 2 <z <4 x2+y2—x2—y2ex§y§\/§x}.

(a) Descrivete I'insieme K.

(b) Calcolate[—/Kmyd(a:,y,z).

Soluzione. L’insieme K & lintersezione della parte del poliedro definito dai piani y = z e y = v/3z
contenuta nel semispazio x > 0 con il solido di rotazione che si ottiene facendo ruotare attorno all’asse
2z la figura contenuta nel primo quadrante del piano rz (con r = y/22 + y?) compresa tra le parabole di
equazione z = r? — 2r e z = 4r — r? come illustrato nella figura a sinistra.

z=7r2—2r

z=4r —r2

y = V3z

L’insieme K & compatto perché e limitato ed ¢ intersezione di controimmagini di intervalli chiusi mediante
funzioni continue e quindi & (Lebesgue) misurabile. La funzione (x,y,z) € R?® + xy ¢ un monomio e
quindi e integrabile in K.

Calcoliamo l'integrale I mediante la formula di riduzione per fili. La proiezione di K sul piano zy e

I'insieme
ny(K):{(l‘yy)i \/m§360§x§y§\/§x}

rappresentato nella figura a destra e per ogni (x,y) € 7y (K) la corrispondente sezione ¢ l'intervallo

Ky = {xz +y2 =222+ 2,422 + 2 — 2% — yﬂ , (,y) € Tgy(K).

Per la formula di riduzione si ha allora

422 +y?— (2> +y?)
1= [ wyieyn=[ (] wydz | d(w,y) =
K Ty (K) (z2+y2)—2y/22+y2

:/ﬂ o™ 6V 412 —20a” + )| dla.y) =

e quindi, utilizzando coordinate polari per calcolare 'integrale a destra, si ottiene

w/3 3
= (/ cos@sen@dG)-(/ T3(6r—2r2)7“dr>:
w/4 0

w/3 3
-2<§7“5—(157“6> —1-2~<1—1>36—...—M3.
w/4

2
= —sen“f
2 0o 8




Esercizio 5. Considerate il problema di Cauchy

{ 2"(t) + 22/ (t) + 2z(t) = Hsent + 2t
z(0) = 2/(0) = 0.

(a) Determinate tutte le soluzioni dell’equazione differenziale.

(b) Determinate la soluzione del problema di Cauchy.

Soluzione. (a) L’equazione proposta ¢ una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica & A2 +2X\+2 = 0 le cui soluzioni complesse coniugate sono A = —141.
Quindi, le funzioni

z1(t) = e fcost; To(t) = e 'sent;

con t € R sono un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea e tutte le soluzioni dell’e-
quazione omogenea sono le funzioni

z(t) = Cre " cost + Coe 'sent, teR,

con C; € R (i = 1,2) costanti arbitrarie.
Cerchiamo una soluzione dell’equazione completa della forma

xp(t) = Acost+ Bsent + Ct + D, t e R,
con A, B,C,D € R costanti da determinare. Si ha allora
i (t) 4 22, (t) + 22, (t) = (A +2B) cost + (B — 2A) sent 4 2Ct 4 2(C + D) = 5sent + 2t, teR,

da cui segue A = -2, B=1,C =1e D = —1. Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione completa sono
le funzioni

x(t) = Cre ' cost + Cye 'sent — 2cost +sent + ¢ — 1, t € R,
con C; € R (i = 1,2) costanti arbitrarie.

(b) Scegliamo le costanti C; € R (i = 1,2) in modo che la soluzione z(t) definita in (a) sia tale che
z(0) =1e2/(0) = —1. Si ha

15(0)201:1
.%'/(0)201+02—1:—1

da cui segue C7 = 3 e U9 = 1. La soluzione cercata ¢ dunque la funzione

a(t)= (e " —2)cost+ (e "+ 1)sent+t—1, teR




