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Compilate l'intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova e di tre ore. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro a questo
foglio.

Esercizio 1. Scrivete 'equazione del piano tangente al grafico della funzione
f(:c,y):?)x—i-exz*\/g, (a:,y)EU:{(x,y): y>0},
nel punto P = (—1,1).

Soluzione. La funzione f e di classe C* in U e I'’equazione del piano tangente al grafico di f in P ¢

z=f(-1,1)+ fo(-1,1)(z + 1) + f,(=1,1)(y — 1).
Siha f(—1,1) = =341 = —2 e le derivate parziali di f sono
1

fe(x,y :3—1—21‘6“”2_\/@ e fulz,y S
(2.) =5

per ogni (z,y) € U da cui segue fy(—1,1) =1e f,(—1,1) = —1/2. Sostituendo nell’equazione del piano
tangente risulta
z==2+x+1)—-(y—1)/2 = 2 —y—2z=1.

Esercizio 2. Determinate ¢ € R in modo che il campo vettoriale f € C*°(R3,R?) di componenti
f=(fY 2 f3) definite da

fl@,y,2) =aycos(yz);  f*(@,y,2) =ayzsen(yz) —wcos (y2);  [*(z,y,2) = zy’sen (yz);

per ogni (z,y, 2) € R3 sia conservativo e per tale a calcolate il potenziale F € C*°(R3) di f che si annulla
nel punto di coordinate (1,1,0).

Soluzione. Poiché R3 & convesso e il campo vettoriale f & di classe C™, esso & conservativo in R3 se e
s : : T 2 £l _ 3 4 £2 _ £3: ™3 Q;
solo se ¢ irrotazionale ovvero risulta fy, = f7, f; = f; e fZ = f; in R°. Si ha

Fy(@,y) = al(cos (yz) — yzsen (y2)]; fa(w,y) = yzsen (yz) — cos (y2);
fi(z,y) = —ay?sen (y2); iz, y) = y*sen (y2);
f2(z,y) = 2zysen (yz) + zy*z cos (yz); fy?’(ac ,y) = 2zysen (yz) + xy°z cos (yz);

per ogni (z,y,2) € R e deve quindi aversi
a[(cos (yz) — yzsen (yz)] = yzsen (yz) — cos (yz) e — ay*sen(yz) = y*sen (yz)

per ogni (z,y,2) € R? da cui segue necessariamente a = —1, ponendo ad esempio y = 1 e z = /2 nella
seconda equazione.

Per a = —1 i potenziali di f sono le funzioni F(z,y,2) = —aycos(yz) + C, (z,y,2z) € R3, con C € R
costante arbitraria e, imponendo che sia F'(1,1,0) = 0 si trova C = 1. Il potenziale cercato ¢ quindi
F(z,y,z) =1—aycos (yz) per (z,y,z) € R3.




Esercizio 3. Sia
fz,y,2) =" — 823 + 2002 + ¢? + 422 — 8z, (z,y,2) € R3.
(a) Determinate gli eventuali punti critici di f e stabilitene la natura.

(b) Determinate I'immagine f(R3?).

Soluzione. (a) La funzione f ¢ un polinomio e quindi ¢ di classe C*°(R3). Le derivate parziali di f sono
date da

folw,y,2) = 42° — 242% + 402 — 8z, fy(v,y,2)=2y;  f.(x,y,2) =8z — 8x;

per ogni (z,y, 2) e quindi i punti critici sono le soluzioni del sistema formato dalle equazioni

4z® — 242% 4 407 — 82 = 0 2® — 627 + 10z — 22 = 0 z(2*—6x+8)=0
2y=10 <~ y=0 <~ y=20
8z —8x =0 =X 2=

cui corrispondono i punti di coordinate
P =(0,0,0); Q=1(2,0,2); R =(4,0,4).

La funzione f ha dunque tre punti critici.
Per determinare la natura dei punti critici, calcoliamo la matrice hessiana di f che e

1207 — 482 +40 0 -8
D*f(x,y,2) = 0 2 0
-8 0 8

per ogni (z,y, 2). Posto

— 2k —
A = det (D f)h>1gh,kgm’ m=1,2,3,
per il criterio di Sylvester si ha
40 0 -8 A =40
D?*f(P)=D*f(R)=| 0 2 0 = Ay =80 = punti di minimo locale;

-8 0 8 Ay =512

-8 0 -8 Ap=-8

D’f@Q=(0 2 o = Ay = —16 = punto di sella.
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(b) Risulta

f(fﬁvyaz)2552(502—8$+20)+y2+422—8x22
=2%(x —4)? + 42 + P + 422 — 8xz = 2% (x — 4% + 9y° + 4(z — 2)*

per ogni (z,y, z) da cui segue che i punti di minimo locale P = (0,0,0) e R = (4,0,4) di f sono in effetti
punti di minimo globale. Si ha infine f(P) = f(R) =0e

f(2,0,0) = z* — 823 + 2022 = 2%(x — 4)? 4+ 42 > 42? - +o0 per x — +o00

da cui segue f(R3) = [0, +00) per il teorema dei valori intermedi.




Esercizio 4. Sia
K={(z,y,2): ($2+y2)—2§z§1—2(x2+y2)eO§y§m}.

(a) Descrivete 'insieme K.

(b) Calcolate I :/ x(z+2y)d(x,y,2).
K

Soluzione. L’insieme K e l'intersezione della parte del poliedro definito dai piani y = 0 e y = x contenuta
nell’intersezione dei semispazi * > 0 e y > 0 con il solido di rotazione che si ottiene facendo ruotare
attorno all’asse z la figura contenuta nel primo quadrante del piano rz (con r = /22 + y?) compresa tra
le parabole di equazione z =12 — 2 e z = 1 — 2% come illustrato nella figura seguente.

z

1
\ /z:r272
1 r

z=1-—2r2

L’insieme K & compatto perché & limitato, come risulta dalla figura (z2 + 32 < le -2 < 2z < 1), ed
¢ intersezione di controimmagini di intervalli chiusi mediante funzioni continue e quindi & (Lebesgue)
misurabile. La funzione f definita da

f(x,y,z):x(x:Qy), (Jf,y,Z)ERg,

¢ un polinomio e quindi ¢ integrabile in K.
Calcoliamo I mediante la formula di riduzione per fili. La proiezione di K sul piano zy &

Toy(K) = {(z,y): 2* +y* <le0<y<ua}
e per ogni (z,y) € myy(K) la corrispondente sezione € I'intervallo
Ky = (@ + ) — 2,1 - 2(a% + 7).

Per la formula di riduzione si ha allora

1-2(224y?)
1= [ swr2ydaya=[ (] y2dz | diz,y) =
K Ty (K) (z2+4y2)—2

- / e+ 29) [1— 202 + %) — (2 + %) + 2] dlx.y)
Ty (K)

e, utilizzando coordinate polari nel piano abbinate nuovamente alla formula di riduzione, risulta

/4 1
I= / 3x(z +2y) [1 — (22 + )] d(z,y) = 3/ cosB(cos + 2sen 6 db - / (1 —7r?)dr.
Ty (K) 0 0

Si ha
/4 1 (1N 1 746
2 = — 2 = — —_ — —_ = .
/0 (cos®0 + 2 cosfsen ) df = <2[«9+cosesen0]+sen (0)) ) 5 <4 + 2) 5 g
1 4 6\ |1
/r3(1r2)dr: o zlflzi
0 476)|, 4 6 12

da cui segue infine




Esercizio 5. Determinate

(a) tutte le soluzioni dell’equazione differenziale:

2t
‘(t) = t) + 1%
2(t) =@+t

(b) la soluzione del seguente problema di Cauchy:

2t
— ) + Pla)?

2(0) = —4/(4— )

2 (t) =

Soluzione. (a) L’equazione proposta ¢ un’equazione differenziale lineare del primo ordine. Posto

2t
At) = =log (1 + t* R
(t) /1+t2dt og (1 +t%), t eR,

tutte le soluzioni dell’equazione sono date dalle funzioni

t2
z(t) = e /thA(t) dt = (1+ t2)/ <1+t2> dt = (1+t?) (t —arctant + C),  t€eR,
con C € R costante arbitraria.

(b) La funzione a secondo membro &

2t

—1+t2x+t2x2, (t,z) € R?,

f(t7x> =

ed & di classe f € C°°(R?). Conseguentemente, il problema di Cauchy considerato ha soluzione massimale
x € C®a,B) con —co < a < 0 < < +oo. Tale soluzione ¢ prolungamento di ogni altra soluzione del
medesimo problema di Cauchy.

Poiché si ha 2(0) < 0 e la soluzione del medesimo problema di Cauchy con dato iniziale 2o = 0 ¢ la funzione
identicamente nulla z(t) = 0 per ogni ¢, la soluzione massimale del problema di Cauchy considerato verifica
la condizione z(t) < 0 per ogni t € («, 3). La funzione

y(t) = [z, te(a,p),

con A # 0 da determinare ¢ di classe C*(«,[3) e, essendo x(t) soluzione del problema di Cauchy
considerato con z(t) < 0 per ogni t € («, 3), risulta

2t
1+t

x(t) —|—t2[x(t)]2> = - Qttzy(t) = M [y()]

y(t) = —N—z(O)]M ' () = =A\[—z(@))M! (_ 2

con y(t) > 0 per ogni t € (a, B) e y(0) = [4/(4 — m)]}. Scegliendo A = —1, la funzione y(t) per t € (a, B)
risulta essere soluzione positiva del problema di Cauchy

/ _ 2
Z'(t) = . +t2z(t) +t
20)=1—-m7/4
Per (a), la soluzione di tale problema &
2(t) = (1 +t?) (t — arctant + 1 — 7/4) , t e R,

e quindi y(t) coincide con z(t) sull’intervallo aperto («,3) contenente 'origine in cui risulta z(¢) > 0.
Risolvendo tale disequazione si trova ¢t > —1 e quindi la soluzione massimale del problema di Cauchy

proposto e
(t) : t> -1
x(t) = , —1.
(14 t?) (arctant —t + /4 — 1)




