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Compilate I'intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova ¢ di due ore e mezza. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro
a questo foglio.

Esercizio 1. Sia
K={(z,y): 2" +9y*<16ex,y>0}.

(a) Calcolate 'integrale curvilineo del campo di vettori f € C*°(R? R?) di componenti

fllay) =2 e  fr,y) =y

lungo il bordo di K orientato in verso antiorario.

(b) Determinate il massimo su K della funzione g(z,y) = 222 + 932, (x,y) € R2.

Soluzione. (a) Il bordo di K puo essere parametrizzato come incollamento v = 71 ©®y2 ©y3 dei tre archi
parametrici

71(t) = tex; Ya(t) = (t —2)er + %\/ 16 — (t — 2)%ex; Y3(t) = (t — 4/3)ez;

cont € [0,2] per y1 e y2 e t € [0,4/3] per v3. L’integrale curvilineo di f lungo =1 e 3 € nullo cosicché

risulta
/f -dl = / f-dl
v 72

e, anche se 72 non € un arco liscio, I'integrale curvilineo di f lungo -2 & ben definito poiché, invertendo il
verso di 79, risulta

f-dl:—/0 { L6 + tm%} _

2 2
= / {2t4 L6 - t4} dt = [2t5 15 (16— )3/2] - 52
0
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(b) L’insieme K & compatto, essendo chiuso e limitato in R?, e la funzione g & di classe C* in R?, essendo
un polinomio. Esiste dunque il massimo globale di g su K per il teorema di Weierstrass. L’unico punto
critico di g in R? & l'origine che & evidentemente punto di minimo globale di ¢ e quindi il massimo globale
di g su K deve essere assunto sul bordo di K. Sui due segmenti del bordo di K che sono sostegno di 1 e
~v3 il massimo di g ¢ evidentemente assunto nei punti di coordinate (2,0) e (0,4/3) che sono anche punti
della parte del bordo di K che e sostegno di 2 e quindi il massimo globale di g su K deve essere assunto
su di esso. Tale insieme & formato dai punti di coordinate (z,y) con 2* 4+ 9y? = 16 per € [0,2] e y > 0
e su tale insieme ¢ coincide con la funzione

h(z,y) =22° +16 —2* = — (2> = 1)° +17,  (z,y) € R%,

che ha evidentemente massimo globale in = 1 corrispondente al punto di coordinate (1,+/15/3). 1l
massimo globale di g su K & quindi ¢g(1,+/15/3) = 17.




Esercizio 2. Sia
f(z,y,2) =z +y* — 8% — 8y% + 822 + 1622, (z,y,2) € R3.

(a) Determinate gli eventuali punti critici di f e stabilitene la natura.

(b) Determinate I'immagine f(R3).

Soluzione. (a) La funzione f & un polinomio e quindi ¢ di classe C*°(R3). Le derivate parziali di f sono
date da

folx,y,z) = 42® — 162 + 162; fy(z,y,2) = 4y% — 16y; f2(x,y,2) =16z + 16x;

per ogni (z,y,2) e quindi i punti critici sono le soluzioni del sistema formato dalle equazioni

22 —4dr+42=0 x(x2—8):0
y(y?—4)=0 — y(y?—4)=0
r+z2=0 z=—x

cui corrispondono i punti di coordinate

P=(0,0,0); Qi=(0,£2,40); Ry=(£2V2,0,F2V2);  Si, = (£2v2,02,F2V2);
ove 0 € {£1}. La funzione f ha dunque nove punti critici. Poiché la funzione f & pari in y e risulta
f(=x,y,—z) = f(x,y,z) per ogni (z,y,z), punti critici con segno opposto di y o della coppia (z,z)
hanno la stessa natura.
La matrice hessiana di f e

1222 — 16 0 16 3x2 —4 0 4
D*f(z,y,z2) = 0 120°—16 0 | =4 0 32 -4 0
16 0 16 4 0 4

per ogni (z,y,2). Posto

A,, = det ((D2 f);i)lgh,kgm’

per il criterio di Sylvester si ha

D?f(P)=4| 0 —4 0 Ay <0eAy >0 A3>0 —  sella;
4 0 4
—4 0 4
D?f(Qi)=4]0 8 -2 Ay <Operm=1,2,3 —  selle;
4 0 4
20 0 4
D?f(Re)=4|0 —4 0 Al >0eNy<0,A3<0 —  selle;
4 0 4
20 0 4
D2f(Si7(,):4 0 80 A, >0perm=1,2,3 = minimi.
4 0 4
(b) Dalla disuguaglianza ab > —(a? + b?)/2 con a = 4x e b = 22 segue

flz,y,z) > 2" + 2% — 242® — 8y® + 427

per ogni (z,y,2). Poiché risulta 2* — 2422 > 22 + ¢; e y* — 8y? > y? + co per ogni = e y per ¢; = 25/4 e
coy = —9/4, si ha
fz,y,z) > 2% +9° + 22 — 34/4, (z,y,2) € R3.
Risulta quindi f(x,y,z) — +oo per (z,y,z) — oo e dunque f ammette minimo globale per il teorema di
Weierstrass generalizzato. Per (a) il minimo globale ¢ assunto nei punti di coordinate S4 , con o = £1
da cui segue
F(R?) = [f(S,0), +00) = [-80, +00)

per il teorema dei valori intermedi.




Esercizio 3. Sia
K= {(z,y,z) : (m2+y2)2 <z< 2(x2+y2) ex<y< \/§x}

(a) Descrivete e disegnate l'insieme K.

(b) Calcolate[—/Kmyd(a:,y,z).

Soluzione. L’insieme K & lintersezione della parte del poliedro definito dai piani z = y e y = v/3z
contenuta nel semispazio x > 0 con il solido di rotazione che si ottiene facendo ruotare attorno all’asse z
la figura contenuta nel primo quadrante del piano 7z (con r = /22 + y2) compresa tra i grafici di z = r*
e z = 2r2 per 0 < r < /2 come illustrato nella figura seguente (assi non monometrici).

z JO—
z =272

2
V2 T

L’insieme K & compatto perché e limitato ed e intersezione di controimmagini di intervalli chiusi mediante
funzioni continue e quindi & (Lebesgue) misurabile. La funzione f definita da

flay,z) =2z  (2.y,2) R,
€ € un polnimio e quindi ¢ integrabile in K.

Calcoliamo I mediante la formula di riduzione per fili. La proiezione di K sul piano zy & la porzione di

cerchio
Tay(K) = {(:E,y) ca? P <V2ex<y< \/§x}

e per ogni (z,y) € myy(K) la corrispondente sezione € I'intervallo
2
Kay = (@997 202 +)] . (0.9) € may(K).

Per la formula di riduzione si ha allora

I B 2(12+y2) . d d . |: 9 9 B 9 9 4
= ydz | d(z,y) = zy |2 (2® +9°) — (2% +y°) | d(z,y)
oy (K) \J (224y2)2 Ty (K)

e, utilizzando coordinate polari nel piano abbinate nuovamente alla formula di riduzione, risulta

I= / (rcos@)(rsenf) (27“2 - 7"4) d(r,0) =
[0,v/2] x[m/4,7/3]

w/3 V2
= / cosGsenGdG/ r3 (27’2 — 7'4) dr =
i 0

/4
w/3 V2

1 Te 1\ _1(3_1y/8_,y_1
oa\3 8 )y T2 e 2)\3 12

= — sen’f
2




Esercizio 4. Considerate il problema di Cauchy

2 (t) — 42/ (t) + 4z (t) = P10
2(0) =0e 2'(0) = 1.

(a) Determinate tutte le soluzioni dell’equazione differenziale.

(b) Determinate la soluzione del problema di Cauchy.

Soluzione. (a) L’equazione proposta ¢ una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica & A2 — 4\ +4 = (XA — 2)? = 0 avente due soluzioni coincidenti \ = 2.
Quindi, le funzioni

z1(t) = e*; zo(t) = te?;

con t € R sono un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea e tutte le soluzioni dell’e-
quazione omogenea sono le funzioni

x(t) = Cre* 4 Cote?, teR,

con C; € R (i = 1,2) costanti arbitrarie.
Per determinare una soluzione dell’equazione completa procediamo con il metodo della variazione delle
costanti arbitrarie cercando una soluzione x,(t) della forma

zp(t) = c1(t)e* +ea(t)te®,  tER,
con ¢ (t) e ca(t) funzioni da determinare in modo che risulti

A (t)e* + ch(t)te* =0
2¢; (t)e®t + (1) (1 + 2t)e*

per gli stessi t. 1l sistema precedente & equivalente a

t
/

)= ————
a(®) 249
) = 7
2 249

con t € R da cui segue
1 1
ca(t) = —3 log (*4+9) e coft) = 3 arctan (t/3)
per gli stessi ¢. Risulta cosi
L o 2 L, o t
xp(t) = —5¢ log (t* 4+ 9) + gte arctan 3 t e R,

e quindi tutte le soluzioni dell’equazione completa sono le funzioni
1 9 1 t] o
x(t) = |Cy + Cot — 5 log (t* +9) + §t arctan 3¢ t eR,

con C; € R (i = 1,2) costanti arbitrarie.
(b) Imponendo che sia z(0) = 0 e 2/(0) = 1, con facili calcoli si trova C1 = log3 e Cy = 1 cosicché la
soluzione cercata e

t t
x(t) = [t + log + - arctan ] e, teR.
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