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Compilate l’intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova è di tre ore. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli compreso
questo dentro ad uno dei fogli protocollo.

Esercizio 1. Siano f : R2 → R3 la funzione vettoriale di componenti f = (f1, f2, f3) definite da

f1(x, y) = x2 + y2; f2(x, y) = −xy; f3(x, y) = x3 − y3;

per ogni (x, y) ∈ R2 e g : R3 → R una funzione differenziabile e siano h = g ◦ f : R2 → R la relativa
funzione composta e P il punto di coordinate P = (1 , 1).

(a) Calcolate il gradiente della funzione composta h = g ◦ f nel punto P .

(b) Determinate quali condizioni deve verificare la funzione g affinché P sia un punto critico di h.

(c) Si ha f(1 , 1) = (2 ,−1 , 0) e, supponendo che siano g(2 ,−1 , 0) = 10 e ∇g(2 ,−1 , 0) = (4 , 4 , 1),
scrivete l’equazione del piano tangente al grafico di h in P .

Esercizio 2. Sia Γ la curva otternuta come intersezione tra il paraboloide di equazione z+1/2 = x2+y2

e il piano di equazione x + y + z = 1.

(a) Verificate che Γ è una curva (1 – superficie) regolare in R3.

(b) Calcolate la distanza di Γ dall’asse z.

Esercizio 3. Sia

K =
{

(x, y , z) : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ y ≤ x/
√

3 e 0 ≤ z ≤ max
{
x2 + y2, 2−

√
x2 + y2

}}
.

(a) Descrivete e disegnate l’insieme K.

(b) Calcolate I =

∫
K
xy d(x, y , z).

Esercizio 4. Determinate la soluzione del seguente problema di Cauchy:{
x′ = 2t

(
[x(t)]2 + x(t)

)
x(0) = 1.


