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Compilate I'intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova ¢ di due ore e mezza. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro
a questo foglio.

Esercizio 1. La lunghezza L della curva parametrica v(t) = t?e; + 2t3e, t € [1,1/3], &

_3 3/2 _103/2). _ _ . _2 3/2 _ 103/2
(a) L_27<28 10 ) (b) L =28 —V10; (c) L_3(28 10 )

Soluzione. Poiché la curva ~ e liscia, risulta

V3 V3 3
L(7) :/ w(t)ndt:/ \/4t2+36t4dt:/ V1+9sds = 237(1+9s)3/2 = 237 (283/2—103/2).
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La risposta corretta & quindi (a).

Esercizio 2. Quale delle seguenti funzioni non ¢ differenziabile in ogni punto (z,y) € R??

(a) fla.y) = |z = 1P2y; (b) g(x,y) = el (c) h(z,y) = cos (|zyl).

Soluzione. La funzione g non ha derivate parziali nei punti (¢,t¢) della bisettrice del primo e terzo
quadrante poiché si ha

t+h,t)—g(t,t
i R —gtt) _ lim

ot,t+h) —glt,t) _ M1
h—0* h h—0%* h h—0* h

==+1

per ogni t € R mentre le funzioni f e h sono in effetti di classe C' in R?. La risposta corretta ¢ quindi (b).

Esercizio 3. La funzione f(z,y) = 2% — 4y> — 42 — 8y, (z,y) € R? ha

(a) un punto di minimo locale stretto; (b)  un punto di sella; (¢)  due punti critici.

Soluzione. La funzione f & un polinomio le cui derivate parziali sono f,(z,y) = 2z—4 e fy(x,y) = —8y—8
per ogni (x,y). L’unico punto critico di f & quindi il punto di coordinate (2, —1) e in tale punto la matrice

hessina di f e la matrice diagonale
9 n_ (2 0
D7 f(2,-1) = (0 g

i cui autovalori sono A = 2 e A = —8. Conseguentemente il punto di coordinate (2, —1) ¢ un punto di
sella di f. La risposta corretta e quindi (b).




Esercizio 4. Sia A € Resia fy € CL(R3,R?), £y = (f1, f3, f3) il campo vettoriale di componenti
I(xyy,2) =322 +y2? fR(ay,2) =20z +22% fx,y,2) = 2%y + deyz;
per ogni (z,y,2) € R3.

(a) Determinate per quali A € R il campo vettoriale fy & conservativo in R? e per tali A\ determinate un
potenziale di f).

(b) Per A determinato in (a) calcolate l'integrale curvilineo di fy lungo la curva parametrica

t
5 €2 + cos (7t)es, tel0,1];

t)=1 14+t —
1(t) = log (1+ et +

(¢) Per A =0, z € R, calcolate l'integrale curvilineo di fy lungo la curva parametrica

n(t) = e1 + (cost)ea + (sent)es, t € 10,2

Soluzione. (a) Poiché R? & convesso, il campo vettoriale f & conservativo se e solo se & irrotazionale.
Le derivate parziali miste delle componenti di f sono date da

Oyfr(z,y,2) = 62%yz + 2° Oufr(m,y,2) =62%yz+ 2> Opfi(z,y,2) = 32%y* + Myz
O.fx(w,y,2) =32%y* +2yz  O.fx(z,y,2) =22y + 222 Oyfi(z,y,2) =22y + Naz

per ogni (x,y, z) e quindi risulta ayﬁ = 8wf§, 8Zf)1\ = Osz e 8Zf>\2 = ayfé\3 in R3 se e solo se ¢ A = 2. Per
tale scelta di A un potenziale del campo vettoriale fo & la funzione

F(z,y,2) = 2%z + xy2?,  (x,y,2) € R

(b) Per A =2 il campo vettoriale fy & conservativo e quindi risulta
| £t =Fe0) - Foo),
Si ha (0) = (0,0,1) e y(1) = (log 2,1, —1) da cui segue
/f2 .dl = F(log2,1,—1) — F(0,0,1) = log2 — log32.
.

(c) Per A= 0siha fy = fo — g ove g € C1(R3,R3) & il campo vettoriale di componenti

gz, y,2)=0;  ¢*(z,y,2)=0; ¢ (z,y,2) = 2zyz;

per ogni (z,y,2) € R3. Poiché f5 & conservativo ed 1 & chiusa si ha

/nfo-dl:/nfg-dl—/ng-dl: )

27 2
——/g~dl——/ 2cos’tsentdt = = cos’t| =0.
n 0 3 0




Esercizio 5. Sia
K= {(:U,y,z): 0<z,y,z<le2x—y+2z< 1}.

(a) Descrivete e disegnate l'insieme K.

(b) Calcolate I—/ 2yzdms(z,y, z).
K

Soluzione. (a) L’insieme K ¢ il poliedro ottenuto prendendo la parte del cubo di lato unitario con
vertice nell’origine contenuto nel semispazio a coordinate positive che sta al di sotto del piano di equazione
2x —y + z = 1. Esso e rappresentato in Figura (1).

z

KZ

(1) (2)

(b) L’insieme K & evidentemente compatto e quindi (Lebesgue) misurabile. Inoltre, la funzione
f(x,y.2) =29z, (z,y,2) € R,

€ un polinomio e quindi ¢ integrabile su ogni insieme misurabile e compatto.
Calcoliamo l'integrale di f su K mediante la formula di riduzione per strati. La proiezione di K sull’asse
z ¢ Vintervallo 7, (K) = [0, 1] e le corrispondenti sezioni sono gli insiemi

K*={(z,y): 22-y<1-20<=z,y<1}, z€]0,1],

rappresentati in Figura (2). Per la formula di riduzione si ha allora

1
I:/ </ 2yzdm2(x,y)> dz
0 z
e per la stessa formula risulta poi

1 (y—2+1)/2
/ 2yzdme(x,y) :/ / 2uzdx | dy =
z 0 0

1 1
1
:/0 yz(y—z—i—l)dy:/O (y2z—yz2+yz)dy:§z—§z —|—§z:gz—§z

per ogni z € [0,1] da cui segue infine




Esercizio 6. Determinate la soluzione del problema di Cauchy

{ 2 (t) = 2ta(t) — 2t (1 + %) [z(t)]?
x(O) = —1/e.

Soluzione. L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione di Bernoulli. La funzione a secondo
membro &
ft,x) =2tz +2t (1 + %) 2?, (t,r) € R x R,

ed e di classe f € C°(R x R). Conseguentemente, il problema di Cauchy considerato ha soluzione mas-
simale z € C*°(a, 8) con —o00 < a = azg) < 0 < B = B(xp) < +oo. Tale soluzione ¢ prolungamento di
ogni altra soluzione del medesimo problema di Cauchy.

Poiché la soluzione del medesimo problema di Cauchy con dato iniziale g = 0 ¢ la funzione identicamente
nulla z(t) = 0 per ogni ¢t € R, la soluzione massimale del problema di Cauchy considerato verifica la
condizione z(t) < 0 per ogni ¢t € (o, #). La funzione

y(t) = [~2()),  te(a,p),

con A\ # 0 da determinare ¢ di classe C*(«,[3) e, essendo x(t) soluzione del problema di Cauchy
considerato con z(t) < 0 per ogni t € («, 3), risulta

y’(t) = —A[-l’(t)]/\—lx/(t) = _A[_l.(t)]/\—l {2t[]3<t> — 9 (1 + t?) [.%'(t)}Z} _
= 2t\y(t) + 2tA (1 + ¢%) [~z (t) M

con y(t) > 0 per ogni t € (a, 3). Scegliendo A = —1, la funzione y(t) per t € («, 3) risulta essere soluzione
positiva del problema di Cauchy

{ 2 (t) = —2tz(t) — 2t (1 + t2)
z(0) =e.

La soluzione di tale problema e

t 2 t2
—t
z(t):e_2t2 {e—/ 2 (1+t2)e$2ds} :el—ﬂ_,g:u, teR,
0

2
el

e quindi y(t) coincide con z(t) sull’intervallo aperto («,3) contenente l'origine in cui risulta z(¢) > 0.
Risolvendo tale disequazione si trova

e — z‘/Zet2

e quindi la soluzione massimale del problema di Cauchy proposto e

2
et




