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Compilate I’ intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova ¢ di due ore e mezza. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro
a questo foglio.

Esercizio 1. Quale delle seguenti funzioni & differenziabile in ogni punto (z,y) € R??

(a) f(z,y) = tan (z° + ¢°); (b) g(z,y) = zlog (1 + |z +?|); (c) hlz,y) = |z[*/2etv",

Soluzione. La funzione f non & definita sulle circonferenze x2 + y* = (2k + 1)7/2 (k € N) e non esiste
la derivata parziale g, di g nei punti (z,y) con z +y% =0 e z,y # 0 poiché si ha

t,y) — log (1 + |t
i 9@ty —g@y) (4 1) og(L+1t) _
t—0% t t—0% t
Invece la funzione h ha drivate parziali continue in tutto R? date da
5
ha(,y) = Slef*? sgn (@) V" + 2P e hy(,y) = 3l Pyt

per ogni (z,y) € R%. La risposta corretta & quindi (c).

Esercizio 2. Siano K = {(:U,y,z) syt 4 <len > 0} e I:/ xdV3(z,y,z). Allora,
K

(a) I =2m; (b) I = —37/2; (¢) I =n/4

Soluzione. L’insieme K & compatto e misurabile e in coordinate sferiche risulta
O HK)={(rd,9): 0<r <1, -7/2<9<71/2e0<p<T}.
Per la formula di cambiamento di variabili e per la formula di riduzione risulta

1 w/2 - 1 - -
I:/ 7’3C08198€n2spd‘/23(7‘719’<’0):/ ngT/ COS’l9d19/ Sen2¢dgp:7-2-f:i‘
d-1(K) 0 a2 ; 1 5 1

La risposta corretta & quindi (c).

Esercizio 3. Quale delle seguenti equazioni differenziali non ammette alcuna soluzione costante definita
su tutto R?

(a) 2"(t) —2'(t) =2 (b) 2/(t) =log ([z()]* +1); (c) 2"(t) +2'(t) + z(t) = 0.

Soluzione. Tutte le soluzioni della prima equazione sono date dalle funzioni
z(t) = C1 + Coe® — 2t, t € R,

al variare di C7,C5 € R costanti arbitrarie. Per nessuna scelta di C; e C5 la corrispondente soluzione
¢ costante mentre la funzione z(t) = 0 per ¢t € R & evidentemente soluzione di entrambe le restanti due
equazioni differenziali. La risposta corretta ¢ quindi (a).




Esercizio 4. Sia
oy, 2)=at+y* —a® =y + 22 =222, (x,y,2) €RS
(a) Determinate i punti critici di f e stabilitene la natura.

(b) Determinate il massimo ed il minimo globale di f sull’insieme I" = {(m, y,2): 2>+ 4y’ =4dez= O}.

Soluzione. (a) La funzione f & un polinomio e dunque & di classe C* in R3. Le derivate parziali di f
sono date da

felz,y,2) =423 — 22 — 22; fy(x,y,z):4y3—2y; fo(x,y,2) =22 — 2x;
per ogni (x,y,2) € R3 e quindi i punti critici sono le soluzioni del sistema formato dalle tre equazioni
203 —x — 2 =0; y(2y* — 1) = 0; z—x =0
ovvero i punti di coordinate
P =(0,0,0); Qs+ = (0,£1/V2,0); Ri = (£1,0,+1); Sy = (£1,£1/V2,+1);

dove 1 compare sempre con lo stesso segno indipendente dal segno di 1/4/2 (nove punti critici in tutto).
Le derivate parziali seconde di f sono

fm($7y72):12332_2§ fwy(x7y7z):fyx(x7y7z):0;
fyy(x7yvz):12y2_2; fyz<x7y7z):fzy(x7yaz):0;
fex(z,y,2) = 2; fez(2,y,2) = fa(2,y,2) = =2;

per ogni (z,y, 2) e quindi le matrici hessiane nei punti critici sono

—2 0 -2 —2 0 -2

D*f(Py=(0 -2 0 |; D*f(Qe)=(0 4 0 |;
-2 0 2 -2 0 2
10 0 -2 10 0 —2

D’f(Ry=10 —2 0 |; D*f(Ser)=[0 4 0
-2 0 2 -2 0 2

I minori di NordOvest M7, Ms e Mgz delle matrici hessiane di f nei punti critici sono:

P My = =2; My =4 M3z = 16; Q+ : My =-2; My=-8; Msz=—-32;
Ri: M;=10; My=-20; Ms=-32; St+: My =10; My =40; M3 = 64;

e quindi per il criterio di Sylvester i punti P, Q+ e R4 sono punti di sella mentre i quattro punti St 4+
sono punti di minimo locale stretto (in effetti globale).
(b) Si ha

(,y,2) €T = [flz,y,2) =" +y' =2 =y’ = g(z,y)

e quindi cercare il minimo e il massimo globale di f su I' equivale a cercare il minimo e il massimo globale
della funzione g(z,y) = 2% + y* — 22 — 92, (x,y) € R? sull’ellisse Iy = {(a:, y): 2% +4y? = 4} che ¢ una
curva regolare e compatta in R?. Imponendo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange che risulti

423 — 22 4y® — 2y 9 9
det( 9 Sy =0 e e+ 4dy” =4,

si trovano i punti di coordinate Ay = (0,+1), B1(£2,0) e Cy 1 = (£1/20/34,4,/29/34) (otto punti in
tutto). Confrontando i valori di g in tali punti si conclude che il massimo globale ¢ assunto nei punti By
ed il minimo globale nei punti C'4 + e che in tali punti risulta

425

Bi) =12 —
9(B+) e g(Crx) 1156




Esercizio 5. Sia
K= {($,y,z) s x,y,2z > 0emax{zr,2y} < l—z}.

(a) Descrivete e disegnate l'insieme K.

(b) Calcolate I—/ xydVs(z,y, z).
K

Soluzione. (a) L’insieme K ¢ la piramide (non retta) con base il quadrato [0, 1] x [0, 1/2] nel piano xy
e vertice nel punto di coordinate (0,0,1). Esso ¢ rappresentato nella figura seguente.

(b) L’insieme K ¢ evidentemente compatto ed ¢ misurabile poiché ¢ un poliedro. Inoltre, la funzione
fla,y,z) =2y,  (z,y,2) €R,

¢ continua su R? e quindi integrabile su ogni insieme misurabile e compatto.
Calcoliamo l'integrale di f su K mediante la formula di riduzione per strati. La proiezione di K sull’asse
z € l'intervallo 7,(K) = [0, 1] e le corrispondenti sezioni sono i quadrati

K ={(z,y): 0<2<1-20<y<(1-2)/2}, z € [0,1].

Per la formula di riduzione si ha allora

r- [ ([ o) o
e
A

1

o 80

e per la stessa formula risulta poi

/nydVg(m,y) = </01Zxdx) (/O(IZ)/Zydy) = <$22

per ogni z € [0,1]. Integrando per parti si ha infine

0

I—/ll(l—z)4dz— Loy
=/, 16 B




Esercizio 6. Determinate la soluzione del problema di Cauchy

o' (t) = 2t ([a:(t)]2 - x(t))
z(0) = 1.

Soluzione. L’equazione differenziale proposta puo essere risolta come equazione a variabili separabili o
come equazione di Bernoulli. Procediamo in questo secondo modo.
La funzione a secondo membro &

f(t,z) = 2tz + 2tz (t,z) e R xR,

ed ¢ di classe f € C(R x R). Conseguentemente, il problema di Cauchy considerato ha soluzione
massimale © € C*®(a, ) con —oo < a = a(xp) < 0 < = B(xg) < +o00. Tale soluzione & prolungamento
di ogni altra soluzione del medesimo problema di Cauchy.

Poiché la soluzione del medesimo problema di Cauchy con dato iniziale g = 0 ¢ la funzione identicamente
nulla z(t) = 0 per ogni t € R, la soluzione massimale del problema di Cauchy considerato verifica la
condizione z(t) > 0 per ogni t € («, 3). La funzione

y(t) = [z, te(a,p),

con A # 0 da determinare ¢ di classe C*®(«,[3) e, essendo x(t) soluzione del problema di Cauchy
considerato con z(t) > 0 per ogni t € («, 3), risulta

(1) = Ma )P (6) = 20 () ([2(0)] + 2(1)) = 2009(8) + 2\ 2O

con y(t) > 0 per ogni t € (a, 3). Scegliendo A = —1, la funzione y(t) per t € («, 3) risulta essere soluzione
positiva del problema di Cauchy

2(t) = —2tz(t) — 2t
{2(0) =1.

La soluzione di tale problema &

t
z(t) = et {1 —/ 2se® ds} =2 1, t e R,
0

e quindi y(t) coincide con z(t) sull’intervallo aperto (a, 3) contenente l'origine in cui risulta z(t) > 0. Si
ha pertanto )
y(t)=2e"" -1, || < V2,

e quindi la soluzione massimale del problema di Cauchy proposto &
t2

€
:L‘(t) = _76t27 |t| < v/ 10g2

2




