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Esercizio 1. L’insieme U = {(m,y) : (y — 1:3) (y — 332) < 0} &

(a) chiuso; (b) illimitato; (c) connesso.

Soluzione. L’insieme U ¢ aperto perché controimmagine mediante un polinomio di un intervallo aperto
di R ed & unione dei seguenti tre insiemi aperti e disgiunti

Uy ={(z,y): x3<y<3:2ex<()}; Us = {(z,y) : x3<y<3:2e0<x<1};
ng{(:v,y): $2<y<m3e$>1};

con U; e Uy illimitati. La risposta corretta ¢ quindi (b).

Esercizio 2.  La lunghezza L della curva parametrica 7 di equazione polare p(f) = cosf — 2sen¥,
0ecl0,m/2], ¢
(a) L=m/2; (b) L =+3n/2; (c) L=+5m/2.

Soluzione. La parametrizzazione di v & v(6) = p(0) [cos(0)e; + sen(f)es] per 6 € [—7/2,0]. Essendo =y
liscia risulta

/2 /2 w/2
L= [T el = [T VhOr TP = [ Vi~ = Vn2

La risposta corretta & quindi (c).

Esercizio 3. Sia ¢ € C'(R?) una funzione tale che ©(0,0) = 0 e V¢(0,0) = (—1,3) e sia & € C*(R?)
una funzione tale che V®(0,0) = (2,1). Allora, la derivata direzionale di

flz,y) = @@ —20(x,y), (y+ Do(z,y),  (z,y) € R,
in (0,0) nella direzione del vettore v = e1/v/2 + ea/V?2 &
(a) 8y f(0,0) = =5/V2; (b) 8,f(0,0) = 3/v2; (c) D f(0,0) = —4/V/2.

Soluzione. Denotando con ®(u,v) le variabili di @, per la formula di derivazione delle funzioni composte
si ha

fx(ov 0) = (I)u(ov 0)[1 - 2()055(070)] + (I)v(ov O)pr(ov 0);
4(0,0) = ®4(0,0) [=2¢4(0,0)] + ©,(0,0) [¢(0,0) + ¢,(0,0)] .
Risulta quindi f,(0,0) =5 e f,(0,0) = —9 e la derivata direzionale richiesta ¢ data da
0,(0,0) = (Vf(0,0)|v) =5/v2 - 9/V2 = —4/V2.

La risposta corretta & quindi (c).




Esercizio 4. Sia
flmy,2)=a'+y*+22 —zy+yz, (v,y,2) R

Determinate i punti critici di f e stabilitene la natura.

Soluzione. La funzione f & un polinomio e dunque @ di classe C*° in R3. Le derivate parziali di f sono
date da

folw,y,2) =42° —y;  fy(w,y,2) =2 —x+2  f.(z,y,2) =22+y;
per ogni (z,y,2) € R? e quindi i punti critici sono le soluzioni del sistema
42 —y =0
2y —x4+2=0
2z+y=0.

Dalla terza equazione si ricava y = —2z e, sostituendo nella seconda, si ottiene x = —3z che, sostituito
nella prima equazione, conduce all’equazione

542° — 2 =0
le cui soluzioni sono z = 0 e z = 4+1/+/54 cui corrispondono i punti critici
P=(0,0,00 e Qi=(+3/V54,4+2/V/54,F1/v/54).
Le derivate parziali seconde di f sono
Frol@,y, 2) = 122% Fo(@,y,2) = fosl@,y,2) = 2
fay(@,y,2) = fya(@,y,2) = =1 fou(@,y,2) = fra(@,y,2) =0; frz(@,y,2) = foy(@,y,2) = 15

per ogni (z,y, 2) e quindi le relative matrici hessiane sono

0 -1 0 2 -1 0
D%f(0,0,0)=[-1 2 1]; D?f(+£3/v54,4£2/v54,F1/vV54) = [ -1 2 1
0 1 2 0 1 2

Per determinare la natura dei punti critici P e (Q+ esaminiamo il segno degli autovalori delle relative
matrici hessiane.
Il polinomio caratteristico della matrice hessiana di f in P e

pPA) = -A2-N?—(2-N+A=-NP4+42 -2  AcR,

i cui zeri non sono evidenti. Tuttavia la matrice ha minori di NordOvest dati da M7 = 0, My = —1 e
M3 = —2 e quindi la relativa forma quadratica non puo essere né definita positiva né definita negativa
per il criterio di Sylvester. Avendo determinante non nullo, il punto P risulta essere punto di sella di f.
L’altra matrice ha autovalori positivi (A =2 e A = 24 1/2) e quindi i punti Q4 risultano essere punti di
minimo locale stretto di f. Alternativamente si puo osservare che i minori di NordOvest della matrice
sono My = 2, My = 3 e M3 = 4 e quindi la forma quadartrica associata & definita positiva per lo stesso
criterio.

Anche se non richiesto, osserviamo che si ha

fl@y2)=a"+y’+22 —ay+yz >+ + 2 —ay+yz - 1>

1 1
>(1-—)2>+(Q—-e)p’+(1-— )¢y -1
_< 25)3«“ +(1-e)y +< 26>y

poiché ab > —ca?/2 — b?/2¢ per ogni a,b € R e ¢ > 0 cosicché, prendendo ¢ = 3/4, si ottiene
1
fley,2) 2a®B4+y* A+ 22812 2 (@ +y’+2%) =1, (v,y,2) €R

Risulta pertanto
lim  f(z,y,2) = +o0

(z,y,2)—o0
e quindi i punti di minimo locale @)+ sono in effetti punti di minimo globale di f per il teorema di
Weierstrass generalizzato.




Esercizio 5. Calcolate
Ty
1= [ )
K (a2 +y2)°?
ove
K={(z,y): 2 >max{l,y},y > 0ea’+y> <4}.

Soluzione. L’insieme K & rappresentato nella figura seguente:

Y

1 5 2 @

L’insieme K € compatto perché e intersezione di controimmagini di intervalli chiusi mediante funzioni
continue ed & limitato. Inoltre, K & misurabile poiché il suo bordo e formato da segmenti e archi di
circonferenza. La funzione

)= ——— (,9) #(0,0),

(22 +y?)
& continua in R?\ {(0,0)} e quindi & integrabile su K che & un insieme compatto e misurabile contenuto
in B2\ {(0,0)}.
Denotato con @ il cambio di coordinate polari, risulta
»HK) = {(r,9): 1/cos¥ <r<2edel0,m/4]}.
L’insieme ®~!(K) & semplice rispetto all’asse 9 e la funzione

fo®(r,9)JP®(r,¥) = sendcosd, r>0ede[0,7/4],

¢ continua e quindi integrabile su @ !(K). Per la formula di cambiamento di variabili polari e per la
formula di riduzione si ha allora

_ Yy _
1= g e =

—/ send cos ¥ dVa(r, V) =
>-1(K)

/4 2 /4 1 1 1
:/ / sen v cos Y dr d??z/ senﬁcosﬁ<2— > dy = — — —.
0 1/ cos? 0 cos v 2 2




Esercizio 6. Considerate il problema di Cauchy

{ 2 (t) + 9z(t) = 6 cos (3t) + 9> + 11
z(0) =2 e 2/(0) = —3.

(a) Determinate tutte le soluzioni dell’equazione differenziale.

(b) Determinate la soluzione del problema di Cauchy.

Soluzione. (a) L’equazione proposta ¢ una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica & A2 + 9\ = 0 e le sue soluzioni complesse sono A+ = +3i. Quindi, le
funzioni

x1(t) = cos (3t) e x9(t) = sen (3t)

con t € R sono un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea e tutte le soluzioni dell’e-
quazione omogenea sono le funzioni

x(t) = Cq cos (3t) + Cysen (3t), t e R,

con C; € R (i = 1,2) costanti arbitrarie.

Poiché il termine non omogeneo dell’equazione € somma di una funzione trigonometrica e di un polinomio,
cerchiamo una soluzione dell’equazione completa considerando separatamente i due casi.

Nel caso della funzione trigonometrica y;(t) = cos (3t), t € R, che & soluzione dell’equazione omogenea,
cerchiamo una soluazione della forma

zp(t) =t (Acos (3t) + Bsen (3t)), teR,
ove A, B € R sono costanti da determinare. Si ha allora
i (t) 4 9z,(t) = —6Asen (3t) + 6B cos (3t), teR,

cosicché la funzione z, & soluzione dell’equazione completa con y; per A=0e B = 1.
Nel caso del polinomio yo(t) = 9t2 + 11, ¢t € R, cerchiamo una soluazione della forma

z,(t) = AP + Bt +C,  teR,
ove A, B,C € R sono costanti da determinare. Si ha allora
ah(t) + 9zp(t) = 24 + 9A* + 9Bt +9C,  tER,

cosicché la funzione ), & soluzione dell’equazione completa con ys per A=1, B=0e C = 1.
Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione completa sono le funzioni

z(t) = C cos (3t) + Cysen (3t) + tsen (3t) + 1% + 1, teR,

con C; € R (i = 1,2) costanti arbitrarie.
(b) Scegliamo le costanti C; € R (i = 1,2) in modo che la soluzione z(t) definita in (a) sia tale che
z(0) =2 e 2/(0) = —2. Si ha
zx(0)=C1+1=2
{x’(o) = 3C = —3

da cui segue C; =1 e U = —1. La soluzione cercata & dunque la funzione

z(t) = cos (3t) + (t — 1) sen (3t) + % + 1, t e R.




