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Compilate I’ intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova e di tre ore. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro a questo
foglio.

Esercizio 1. Siano A, B e C gli insiemi definiti da
A= {(z,y): 332—1<y<:1:2}; B={(z,y): (z—1)(y—1)<0}; C={(z,y): z>0ex+ |yl <1}.
Quale delle segenti affermazioni € vera?

(a) A e limitato; (b) B & connesso; (¢c) C & convesso.

Soluzione. L’insieme A ¢ illimitato poiché contiene tutti i punti (z,y) con y = 2> — 1/2 e I'insieme B
non & connesso perché unione di

Bi={(z,y): z>1ley<1} e By ={(z,y): z<ley>1}

che sono aperti disgiunti. Infine, disegnando I'insieme C) si verifica facilmente che ¢ convesso. La risposta
corretta ¢ quindi (c).

Esercizio 2. L’integrale curvilineo del campo f € C*°(R?) di componenti f!(z,y) = ** e f2(z,y) = 1,
(z,y) € R?, lungo la curva parametrica v(t) = log (cost)e; + tes, t € [0,7/4], &

/f dl = 5+4f , (b) /f-dl —2v2 (©) /f-dl:1_2\/§+”.
4 y C6V2 4 v 6v2 4
Soluzione. Poiché la curva ~ e liscia, risulta
/4 /4 1 m/4 1 _ Qf
f-dl:/ FOy@) |y (¢ dt:/ —sentcos’t + 1) dt = <0083t+t> = .
[rea= [ aeena= [ Jar= (3 R

La risposta corretta & quindi (c).

Esercizio 3. Sia f € C'(R?) una funzione tale che f(0,0) = —1 e Vf(0,0) = (2,—1/2). Allora, il
gradiente di 1/f in (0,0)

(a) mnon si puo calcolare; (b) ¢ V(1/£)(0,0) = (—2,1/2); (¢) ¢ V(1/£)(0,0) = (1/2,2).

Soluzione. Poiché f & di classe C! con £(0,0) # 0, la funzione f & diversa da zero in un intorno di (0, 0)
e quindi 1/f risulta essere di classe C'! in tale intorno e si ha

V£(0,0)

V(1/£)(0,0) = - 70,02 —

= (=2,1/2).

La risposta corretta ¢ quindi (b).




Esercizio 4. Sia
f(xay):xQ_yQ’ (x,y)€R27
e sia

K= {(x,y) . 722 —10V32y + 1342 < 4}.

Determinate
(a) il minimo e il massimo globale di f su K;

(b) linsieme immagine f(K).

Soluzione. (a) La funzione f & un polinomio e dunque ¢ di classe C™ in R? e I'insieme K & la parte di
piano delimitata dall’ellisse di equazione

722 —10v/3zy + 13y = 4

i cui assi sono le rette di equazione (v/3 +2v/7)z + 5y =0 con lunghezza dei corrispondenti semiassi
(54++/21)/2. L’insieme K ¢& chiuso perché controimmagine della semiretta chiusa (—oco,4] mediante il
polinomio ¢(z,y) = 72% — 10v/3zy + 13y%, (z,y) € R?, ed & limitato poiché la forma quadratica g che
definisce ’ellisse e definita positiva e risulta

— V21
52\/»(3324—y2), (z,y) € K.

Pertanto K & compatto e quindi f assume minimo e massimo globale su K per il teorema di Weierstrass.
Per determinare tali punti osserviamo che 'unico punto critico di f & I'origine che risulta essere punto di
sella. Conseguentemente, i punti di minimo e massimo globale x,,, e ;s devono trovarsi sul bordo

4>q(x,y) >

oK = {(m,y) . 722 — 10V3ay + 13y2 = 4}

di K che & una curva regolare nel piano e possiamo quindi cercare il massimo e il minimo di f su 9K con
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Il sistema dei moltiplicatori di Lagrange ¢

2¢ — (142 — 10v/3y) = 0 (1—=7\)z+5V3\y =0
—2y — A(26y — 10v/3z) = 0 — 5v3Az — (13X + 1)y = 0
722 — 10V3zy + 13y% = 4 722 — 10v3zy + 13y% = 4.

Affinché il sistema lineare formato dalle prime due equazioni abbia altre soluzioni oltre alla soluzione
x =1y =0, deve essere
dot ((1 — 7)) 5v/3)
5v3N  —(13A+1)

e cid avviene per A = —1/8 e A =1/2.

Nel primo caso A = —1/8, le soluzioni delle prime due equazioni del sistema dei moltiplicatori di Lagrange
sono i punti (x,y) tali che y = v/3z. Imponendo che tali punti stiano su K, si trovano i punti di
coordinate Py = (£1/2,41/3/2).

Nell’altro caso A = 1/2, le soluzioni delle prime due equazioni del sistema dei moltiplicatori di Lagrange
sono i punti (x,y) tali che y = 2/v/3 e, imponendo che tali punti stiano su 0K, si trovano i punti di
coordinate Q4+ = (£v/3,+1).

Risulta infine

>:16/\2—6)\—1:0

fP)=1-2=-5 o f@)=3-1=2
e conseguentemente il minimo globale di f su K & assunto nei punti P+ mentre il massimo globale &
assunto nei punti Q4.
Gli insiemi di livello {f = —1/2}, {f = 2} e il bordo di K sono rappresentati nella seguente

(b) L’insieme K & convesso e quindi anche connesso cosicché per il teorema dei valori intermedi risulta

) =[f(Ps), f(Q+)]
e dunque da (a) segue f(K) =[—1/2,2].




Esercizio 5. Sia
K:{(x,y,z): 2x—y§z§2y—xe0§x,y§l}.

(a) Descrivete e disegnate l'insieme K.

(b) Calcolate I—/ xydVs(z,y, z).
K

Soluzione. (a) L’insieme K ¢ il poliedro di R? individuato dai semispazi > 0, y <1, 2 > 2z —y e
z < 2y — x. Esso & rappresentato nella figura seguente.

z

(b) L’insieme K & evidentemente compatto ed & misurabile poiché & un poliedro. Inoltre, la funzione
f(x,y,z):xy, (xay,Z)GRS,

€ un polinomio e quindi ¢ integrabile su ogni insieme misurabile e compatto.
Calcoliamo l'integrale di f su K mediante la formula di riduzione per fili. La proiezione di K sul piano

zy ¢ il triangolo
T:{(x,y): 0§x§y§1}

e le corrispondenti sezioni sono i segmenti [2z — y,2y — x] per (x,y) € T. Poiché la proiezione T e ogni
sezione di K sono insiemi misurabili, per la formula di riduzione si ha

I:/T</2i:xxydz> dVa(z,y) :/T?):cy(y—x) dVa(z,y)

e, riapplicando nuovamente la formula di riduzione al triangolo 7', risulta infine

1 1
/3wy(y—:ﬂ) dVg(:v,y)z/ (/ Bzy(y — @) dy) dr =
T 0 T
1 1 1
3 3 1 1
— 3—— 2,2 = —_ — 2 — 4 = —
_/0 <acy 2xy>xd:v /0<£L' 2:10 +2$>d$ 0




Esercizio 6. Considerate il problema di Cauchy

o (t) — 2/ (t) = 6e* — 3t + 8t — 6
z(0) =3 e 2/(0) = 18.

(a) Determinate tutte le soluzioni dell’equazione differenziale.

(b) Determinate la soluzione del problema di Cauchy.

Soluzione. (a) L’equazione proposta ¢ una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica & A> — X = 0 e le sue soluzioni sono \; = 0 e Ay = 1. Quindi, le
funzioni

z1(t) =1 e zo(t) = et

con t € R sono un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea e tutte le soluzioni dell’e-
quazione omogenea sono le funzioni

z(t) =C1 + Cget, teR,

con C; € R (i = 1,2) costanti arbitrarie.

Poiché il termine non omogeneo dell’equazione € somma di un esponenziale che non e soluzione dell’equa-
zione omogenea e di un polinomio di secondo grado ed il coefficiente del termine proporzionale a z(t) ¢
nullo, cerchiamo una soluzione dell’equazione completa z,(t), t € R, della forma

z,(t) = Ae** + Bt* + Ct* + Dt,  t€R,
ove A, B,C,D € R sono costanti da determinare. Si ha allora

_ 2t 2
xy(t) — x,(t) = 2Ate™ — 3Bt* + 2(3B — C)t + (2C — D), teR,

cosicché la funzione x;, ¢ soluzione dell’equazione completa per A =3, B =1, C = —1 e D = 4. Pertanto
tutte le soluzioni dell’equazione completa sono le funzioni

a(t) = C1+ Coe' +3e* +t° —t> +4t,  teR,

con C; € R (i =1,2) costanti arbitrarie.
(b) Scegliamo le costanti C; € R (i = 1,2) in modo che la soluzione z(t) definita in (a) sia tale che
x(0) =3 e 2/(0) = 18. Si ha
z(0)=C1+Cy+3=3
{x’(O) — Oy +10=18

da cui segue C1 = —8 e Uy = 8. La soluzione cercata ¢ dunque la funzione

x(t) =8 +3e¥ +13 —t2 44t -8, teR.




