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Compilate I’ intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova ¢ di tre ore. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro a questo
foglio.

Esercizio 1. Sia E = {(z,y) € R?: 2 <a?—2ey?> 4—:1;2}. Allora,

(a) FE non ha assi di simmetria; (b) E non ¢ aperto; (¢) FE é illimitato.

Soluzione. L’insieme E ¢ aperto perché e intersezione di controimmagini di intervalli aperti mediante
polinomi ed & evidentemente simmetrico rispetto agli assi x e y poiché (x,y) € E se e solo se (+x,+y) € E
(tutte le combinazioni di segni). La risposta corretta & quindi (c).

Esercizio 2. Il ponomio di Taylor di ordine due con centro nell’origine di f(z,y) = = + 2y + cos (zy),
(z,y) €eR? &

(a) plz,y) =1+z+2y+2+y*; (b)) plz,y) =1+z+2y;  (¢) plz,y) = 1+a+2y+a’+2zy+y°.

Soluzione. Il polinomio di Taylor di f di ordine due con centro nell’origine &

bl = £0,0)+ (V10,01 (1)) + 5((5)1020.0) ().

Calcolando le derivate parziali e la matrice hessiana di f in (0,0) si conclude che la risposta corretta ¢ (b).

Esercizio 3. Per quali valori dei coefficienti a,b,c € R la funzione z(t) = 4e? —5e™t — 2, t € R, ¢
soluzione dell’equazione differenziale a”(t) + az”(t) + ba'(t) + cx(t) = 07

(a) a=0,b=—-4ec=0; (b) a=-1,b=-2ec=0; (¢c) a=1,b=0ec=-2.

Soluzione. Calcolando le derivate di z(t) risulta

2" (t) + az” (t) + b’ (t) + ca(t) = 32e*" + 57 4+ a(16e* — 5e™) + b(8e* + 5e™!) 4 ¢(4e?’ — 5e! —2) =
= (324 16a+ 8+ 4c)e® +5(1 —a+b—cle ! —2¢

e sostituendo ad a, b e ¢ i valori forniti si conclude che la risposta corretta e (b).




Esercizio 4. Sia
flay)=a>+2  + 4oy + 20+ 4y +1,  (z,y) €R

(a) Determinate gli eventuali punti critici di f e stabilitene la natura.

(b) Determinate i massimi ed i minimi globali di f sul triangolo compatto di vertici (1,0), (1,2) e (9,2).

Soluzione. (a) La funzione f & un polinomio e quindi ¢ di classe C*°(R?). Le derivate parziali di f sono
date da
fe(my) =2z +4y+2 e fylz,y)=8y"+4x+4

per ogni (x,y) e quindi i punti critici sono le soluzioni del sistema formato dalle equazioni x +2y+1 =0
e 2y3 +4x +4 = 0. Le soluzioni sono date da x = —ley=0,daz=-3ey=1ledaz=1ley=—1le
quindi i punti critici di f sono i punti di coordinate (—1,0), (=3,1) e 1, —1). Le derivate parziali seconde
di f sono

fmm(xay) =2 fyy(x7y) :24923 € fxy<x7y> :fyr(xay> =4

per ogni (z,y) e quindi risulta

D2f(—1,0):<i é); e D2f(—3,1):D2f(1,—1):(i 244>.

La prima matrice ha determinante negativo e quindi il punto di coordinate (—1,0) risulta essere punto
di sella di f mentre la seconda ha determinante e traccia positive e quindi i punti di coordinate (—3,1)
e (1,—1) risultano essere punti di minimo locale di f. Risulta inoltre f(—3,1) = =3 e f(1,—-1) = =2
e quindi il punto di coordinate (—3,1) & punto di minimo globale di f per il teorema di Weierstrass
generalizzato poiché f(x,y) — 400 per (z,y) — oo.

(c) 1 triangolo di vertici (1,0), (1,2) e (9,2) &
T={(z,y): y>(x—1)/4,z>1ey<2}.

Poiché T e compatto, la funzione f assume minimo e massimo globale su T per il teorema di Weierstrass.
Non essendoci alcun punto critico di f all’interno di 7', gli estremi globali di f su T devono essere assunti
sul bordo di T'. Il bordo di T" & 'unione dei tre segmenti

Flz{(z,y): y:(x—l)/460§x§9}; ng{(az,y): x:160§y§2};
P3={(x,y): 1<z <9ey=2};

e le restrizioni di f alle curve parametriche semplici i cui sostegni formano il bordo di T" sono

fit) = f(t,(t—1)/4) = (t — 1)*/128 + 2t* + 2t,  t€[1,9);
f2(t) = f(1,t) = 2t* + 8t + 4, telo,2];
f3(t) = f(t,2) = t* + 8t + 41, tell,9l.

Tutte le funzioni fi, fs e f3 sono evidentemente strettamente crescenti nei rispettivi domini. Pertanto, il
minimo globale di f su 7' & assunto nel punto di coordinate (1,0) in cui risulta f(1,0) =4 ed il massimo
globale & assunto nel punto di coordinate (9,2) in cui risulta f(9,2) = 212




Esercizio 5. Sia
K={(z,y,2): <5t vyt <dzex,y> 0}.

(a) Descrivete l'insieme K.

(b) Calcolate I:/ 2xyzdVs(x,y, 2).
K

Soluzione. A meno della condizione x,y > 0 l'insieme K ¢ il solido di rotazione che si ottiene facendo
ruotare attorno all’asse z la figura contenuta nel primo quadrante del piano rz compresa tra la parabola
di equazione 4z = 72 (r > 0) e 'arco di circonferenza 72 + 22 = 5 (r,z > 0) come illustrato in figura.

z

V5

Le coordinate (2, 1) dell’intersezione tra cerchio e parabola si trovano ponendo r = y/2? + y? e risolvendo

il sistema
2422 =5
r? =4z

L’insieme K & evidentemente compatto ed € misurabile poiché e intersezione di un solido di rotazione con
un cubo. Inoltre, la funzione
3
f(x,y,z)z?:ryz, (way,Z)GR,

¢ un polinomio e quindi integrabile su K.
Calcoliamo l'integrale di f su K mediante la formula di riduzione per fili. La proiezione m,,(K) di K sul
piano zy ¢ la porzione di cerchio

Tay(K) = {(w,y)! Va2 +y? <2 ex,yZO}

e la corrispondente sezione ¢ l'intervallo [(z% 4 y*)/4, /5 — 22 — y?]. Poiché la proiezione my, (K) ed ogni
sezione K, ,) sono insiemi misurabili e compatti ed f e continua su K, per la formula di riduzione si ha

/57I27’y2
I:/ 23:yde3(x,y,z):/ / 2eyzdz | dVa(z,y) =
K ﬂ'zy(K) (x2+y2)/4
(x2 + y2)2

- 5— (22 + %) —
/ﬂzy(K)xy[ (x y) 16

Utilizzando coordinate polari nel piano risulta

(2 + )’

/m(K) Y [5 @ +v) 16

dVQ(x 9 y)

da cui segue infine con semplici calcoli




Esercizio 6. Determinate la soluzione del problema di Cauchy
/ (t)

t) =

v () log x(t)
z(0)=e

Soluzione. L’equazione differenziale proposta € un’equazione a variabili separabili. La funzione a secondo
membro & f(t,z) = g(t)h(z) con

X

g(t) =1, teR e h(z) z € (0,1)U(1,400)

~loga’
e quindi, tenuto conto della condizione x(0) = e, possiamo considerare h come definita nel solo intervallo
(1,+400). La funzione h ¢ infinite volte derivabile in tale intervallo cosicché il problema di Cauchy con-
siderato ha soluzione massimale x € C*®°(«, ) con —o0o < a=a < 0 < = < 400. Tale soluzione ¢
prolungamento di ogni altra soluzione del medesimo problema di Cauchy.

Poiché risulta h(xz) > 0 per ogni z > 1, la soluzione massimale z(t) verifica

' (t) log x(t)
x(t)

=1, a<t<pf.

Ponendo

Y 1

57

vl 1
H(y) :/ szdz: 510g2z

si deduce che la funzione composta H o z ¢ in C®(a, 3) e verifica (Hoxz)(t) = 1 per a <t < e
H o z(0) = 0. Dunque, per il teorema fondamentale del calcolo, deve essere (H o z)(t) =t per a <t < 3
da cui segue con semplici calcoli

1
:§log2y— y > 1,

e

x(t) = eV a<t<p.

Poiché si ha
lim H(y) =-1/2

y—1+
lim H(y) =
A H(y) = +oo,
si conclude che risulta a = —1/2 e 8 = 400.
La soluzione massimale ¢ dunque

z(t) = eVt t>—1/2.
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Compilate I’ intestazione in alto a sinistra e scrivete cognome e nome in stampatello anche su ogni altro foglio.
Il tempo massimo per svolgere la prova € di tre ore. Al momento della consegna, inserite tutti i fogli dentro a questo
foglio.

Esercizio 1. Sia E = {(z,y) € R?: 2 <a?—2ey?> 4—:r2}. Allora,

(a) E non ha assi di simmetria; (b) E non & aperto; (c) FE e illimitato.

Soluzione. L’insieme E ¢ aperto perché e intersezione di controimmagini di intervalli aperti mediante
polinomi ed & evidentemente simmetrico rispetto agli assi x e y poiché (x,y) € F se e solo se (+x,+y) € E
(tutte le combinazioni di segni). La risposta corretta ¢ quindi (c).

Esercizio 2. L’integrale curvilineo del campo f € C(R? R?) di componenti fl(z,y) = zy +x e
f?(x,y) = % + 22 lungo la curva parametrica y(t) = (cost)e; + (sent)es, t € [0,7/2], & uguale a

(a) 0 (b) 1/6; () B+m)/2.

Soluzione. Essendo v una curva liscia ed essendo f un campo continuo, I'integrale curvilineo di f lungo
~ ¢ dato da

w/2
/ fodi= /0 Ot/ (1)) dt.

Si ha quindi

/2
/f‘dl:/ {(costsent + cost)(—sent) + cost} dt =
o 0

/2 ) 1 5 1 T
:/ (—costsen t—costsent+c0st) dt = ——sen’t — —sen“t +sent = —.
0 3 2 0 6

La risposta corretta & quindi (b).

Esercizio 3. Per quali valori dei coefficienti a,b,c € R la funzione z(t) = 4e? — et — 2, t € R, &
soluzione dell’equazione differenziale x'”(t) + ax” (t) + ba'(t) + cx(t) = 07

(a) a=0,b=—-4ec=0; (b) a=-1,b=-2ec=0; (¢) a=1,b=0ec=-2.

Soluzione. Calcolando le derivate di x(¢) risulta

2" (t) 4+ az” (t) + bx'(t) + cx(t) = 32e% 4+ 5e 7 + a(16e?* — 5e7) + b(8e*! + 5e~!) + (4 — 5e™t — 2) =
= (32+ 16a +8b +4c)e® +5(1 —a+b—cle " —2¢

e sostituendo ad a, b e ¢ i valori forniti si conclude che la risposta corretta e (b).




Esercizio 4. Sia
flay)=a>+2  + 4oy + 20+ 4y +1,  (z,y) €R

(a) Determinate gli eventuali punti critici di f e stabilitene la natura.

(b) Determinate i massimi ed i minimi globali di f sul triangolo compatto di vertici (1,0), (1,2) e (9,2).

Soluzione. (a) La funzione f & un polinomio e quindi ¢ di classe C*°(R?). Le derivate parziali di f sono
date da
fe(my) =2z +4y+2 e fylz,y)=8y"+4x+4

per ogni (x,y) e quindi i punti critici sono le soluzioni del sistema formato dalle equazioni x +2y+1 =0
e 2y3 +4x +4 = 0. Le soluzioni sono date da x = —ley=0,daz=-3ey=1ledaz=1ley=—1le
quindi i punti critici di f sono i punti di coordinate (—1,0), (=3,1) e 1, —1). Le derivate parziali seconde
di f sono

fmm(xay) =2 fyy(x7y) :24923 € fxy<x7y> :fyr(xay> =4

per ogni (z,y) e quindi risulta

D2f(—1,0):<i é); e D2f(—3,1):D2f(1,—1):(i 244>.

La prima matrice ha determinante negativo e quindi il punto di coordinate (—1,0) risulta essere punto
di sella di f mentre la seconda ha determinante e traccia positive e quindi i punti di coordinate (—3,1)
e (1,—1) risultano essere punti di minimo locale di f. Risulta inoltre f(—3,1) = =3 e f(1,—-1) = =2
e quindi il punto di coordinate (—3,1) & punto di minimo globale di f per il teorema di Weierstrass
generalizzato poiché f(x,y) — 400 per (z,y) — oo.

(c) 1 triangolo di vertici (1,0), (1,2) e (9,2) &
T={(z,y): y>(x—1)/4,z>1ey<2}.

Poiché T e compatto, la funzione f assume minimo e massimo globale su T per il teorema di Weierstrass.
Non essendoci alcun punto critico di f all’interno di 7', gli estremi globali di f su T devono essere assunti
sul bordo di T'. Il bordo di T" & 'unione dei tre segmenti

Flz{(z,y): y:(x—l)/460§x§9}; ng{(az,y): x:160§y§2};
P3={(x,y): 1<z <9ey=2};

e le restrizioni di f alle curve parametriche semplici i cui sostegni formano il bordo di T" sono

fit) = f(t,(t—1)/4) = (t — 1)*/128 + 2t* + 2t,  t€[1,9);
f2(t) = f(1,t) = 2t* + 8t + 4, telo,2];
f3(t) = f(t,2) = t* + 8t + 41, tell,9l.

Tutte le funzioni fi, fs e f3 sono evidentemente strettamente crescenti nei rispettivi domini. Pertanto, il
minimo globale di f su 7' & assunto nel punto di coordinate (1,0) in cui risulta f(1,0) =4 ed il massimo
globale & assunto nel punto di coordinate (9,2) in cui risulta f(9,2) = 212




Esercizio 5. Sia
K={(z,y,2): <5t vyt <dzex,y> 0}.

(a) Descrivete l'insieme K.

(b) Calcolate I:/ 2xyzdVs(x,y, 2).
K

Soluzione. A meno della condizione x,y > 0 l'insieme K ¢ il solido di rotazione che si ottiene facendo
ruotare attorno all’asse z la figura contenuta nel primo quadrante del piano rz compresa tra la parabola
di equazione 4z = 72 (r > 0) e 'arco di circonferenza 72 + 22 = 5 (r,z > 0) come illustrato in figura.
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Le coordinate (2, 1) dell’intersezione tra cerchio e parabola si trovano ponendo r = y/2? + y? e risolvendo

il sistema
2422 =5
r? =4z

L’insieme K & evidentemente compatto ed € misurabile poiché e intersezione di un solido di rotazione con
un cubo. Inoltre, la funzione
3
f(x,y,z)z?:ryz, (way,Z)GR,

¢ un polinomio e quindi integrabile su K.
Calcoliamo l'integrale di f su K mediante la formula di riduzione per fili. La proiezione m,,(K) di K sul
piano zy ¢ la porzione di cerchio

Tay(K) = {(w,y)! Va2 +y? <2 ex,yZO}

e la corrispondente sezione ¢ l'intervallo [(z% 4 y*)/4, /5 — 22 — y?]. Poiché la proiezione my, (K) ed ogni
sezione K, ,) sono insiemi misurabili e compatti ed f e continua su K, per la formula di riduzione si ha
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I:/ 23:yde3(x,y,z):/ / 2eyzdz | dVa(z,y) =
K ﬂ'zy(K) (x2+y2)/4
(x2 + y2)2
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Utilizzando coordinate polari nel piano risulta
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da cui segue infine con semplici calcoli




Esercizio 6. Determinate la soluzione del problema di Cauchy
/ (t)

t) =

v () log x(t)
z(0)=e

Soluzione. L’equazione differenziale proposta € un’equazione a variabili separabili. La funzione a secondo
membro & f(t,z) = g(t)h(z) con

X

g(t) =1, teR e h(z) z € (0,1)U(1,400)

~loga’
e quindi, tenuto conto della condizione x(0) = e, possiamo considerare h come definita nel solo intervallo
(1,+400). La funzione h ¢ infinite volte derivabile in tale intervallo cosicché il problema di Cauchy con-
siderato ha soluzione massimale x € C*®°(«, ) con —o0o < a=a < 0 < = < 400. Tale soluzione ¢
prolungamento di ogni altra soluzione del medesimo problema di Cauchy.

Poiché risulta h(xz) > 0 per ogni z > 1, la soluzione massimale z(t) verifica

' (t) log x(t)
x(t)

=1, a<t<pf.

Ponendo
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si deduce che la funzione composta H o z ¢ in C®(a, 3) e verifica (Hoxz)(t) = 1 per a <t < e
H o z(0) = 0. Dunque, per il teorema fondamentale del calcolo, deve essere (H o z)(t) =t per a <t < 3
da cui segue con semplici calcoli

1
:§log2y— y > 1,

e

x(t) = eV a<t<p.

Poiché si ha
lim H(y) =-1/2

y—1+
lim H(y) =
A H(y) = +oo,
si conclude che risulta a = —1/2 e 8 = 400.
La soluzione massimale ¢ dunque

z(t) = eVt t>—1/2.




