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del problema di Cauchy (4.28) bisogna risolvere il sistema lineare (nelle incognite
Cly-v-sCn))

c1y1(xo) + - .. + enyn(z0) = Yo,

c1yy (o) + - .. + cuyn (w0) = Y1,

(n—1) (n—1)

C1Yy (IO) + ...+ cnlYn = Yn—1,
che puo essere riscritto in forma matriciale come W(xo)C = Yo dove W(xg) ¢ la
matrice wronskiana (valutata in xg) costruita a partire dalle funzioni yi,...,yn €
C=(c1y...,cn).

Nel caso in cut st utilizzi il metodo di variazione delle costanti per risolvere l’equazione
differenziale in (4.28), la soluzione del problema di Cauchy é data da

y(z) = iysu) (ec+ [ @By ar), perogizer,

Zo

dove il vettore & = (¢1,...,6n) ¢ dato da c =W (20)Yo e Yo = (Yo, -+, Yn_1)-

4.5 Esercizi

Esercizio 4.5.1 Determinare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali
lineari del primo ordine:

(i) ¥' = 3y — cos(z);

. / )
= — 1 M
(ii) y 5r T og(z);
(iii) 2%y = —2y — 3;
: I __ 2% g
(iv) y' =7 = 2

(v) ¢ = ylog(x) + 2™;
(vi) v = —ycos(z) + sin(z) cos(x).
Esercizio 4.5.2

(i) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale del primo ordine
Y(x) = (z+y(@)* -z —ylz) - 1.
(ii) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale del primo ordine

y = glog (E) )

€T €T

Suggerimento: porre z(z) = y(x)/x.
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Esercizio 4.5.3 Determinare le soluzioni dei seguenti problemi di Cauchy:

. "= 32y + 2? — 25,
0){?m—f

ii y/ = (1 + y2) sin(:v),
(){mm—.

Esercizio 4.5.4 Determinare le soluzioni dei seguenti problemi di Cauchy:

@) ¥ =2yt 3udy?/?
y(0) = 8;
(i) { Yy =y+ Sin(x)yl/g
y(3) =1
o [y —ylz —zy) =0,
iv) {v=—(E+5)yry "
y(1)=1;
w){y+%=%%w%
y(1) =2.

Esercizio 4.5.5 Determinare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali
lineari omogenee a coeflicienti costanti:

(i
(ii

)y =y =0;
)y + 4y =0;
(iil) y” +4y' + 2y = 0;
(iv) y" =0

(v) ¥y =0

(vi) ¥ — 4y" + 6y’ — 4y = 0;
(vii) y"”" + 4y"” = 0;
(viii) 3" + 4y’ = 0;
(ix) y® +2y" +y = 0.

Esercizio 4.5.6 Determinare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali
lineari a coefficienti costanti:

i) ¥ +y =a
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(i) v +y = ze™%;
(iii y/// _ 2y// — :Z?2 + 621;

(iv) ¢ +y = cos(x);

)
)
)
(v) ¥y —5y" + 9y — 5y =z +e>*.

Esercizio 4.5.7 Data un’equazione differenziale di ordine tre lineare omogenea a
coefficienti costanti, quale tra i seguenti puo essere il suo integrale generale?

(i) 1 + oz + c3e3® per ogni x € R, al variare di ¢1, ¢a, c3 € R;

(i) ¢1 + cox + ¢z cos(z) per ogni z € R, al variare di ¢y, ¢z, ¢35 € R;
(iii) e1 + cax + c3e3% + 22 per ogni x € R, al variare di ¢1, o, c3 € R;
(iv) c¢1 + cow + 22 per ogni = € R, al variare di ¢1,c2 € R.

Esercizio 4.5.8 Di quale delle seguenti equazioni, la famiglia di funzioni x — c1e™ %+
coe®® 4 22 (c1,c2 € R), & l'integrale generale?

(111 yiv _ ylll _ 2yl/ _ _4;

Esercizio 4.5.9 Un’equazione differenziale lineare con integrale generale ce®* + 2%,
al variare di c € R, &

(i) omogenea a coefficienti costanti del secondo ordine;
(ii) non omogenea a coefficienti costanti del primo ordine;
(iii) non omogenea a coefficienti costanti del primo ordine;
(iv) omogenea a coefficienti costanti del primo ordine.

Esercizio 4.5.10 La funzione y(z) = 3e** —2xe3* puo essere I'integrale particolare di
un’equazione differenziale del primo ordine lineare ed omogenea a coefficienti costanti?

Esercizio 4.5.11 La funzione y(x) = c1e** + coze3® pud essere l'integrale generale
di un’equazione differenziale del secondo ordine lineare ed omogenea a coefficienti
costanti?

Esercizio 4.5.12 Data un’equazione differenziale del secondo ordine lineare ed omo-
genea a coefficienti costanti tale che una sua qualsiasi soluzione tende a 0 quando
x — 4oo assumendo infinite volte il valore 0, cosa si puo dire delle soluzioni del
polinomio caratteristico?
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Esercizio 4.5.13 Data un’equazione differenziale del secondo ordine lineare ed omo-
genea a coefficienti costanti tale che una sua qualsiasi soluzione non ha limite quan-
do x — 400 essendo pero limitata, cosa si puo dire delle soluzioni del polinomio
caratteristico?

Esercizio 4.5.14 Si consideri ’equazione differenziale lineare del secondo ordine a
coeflicienti costanti

y//+a0y/+a1y — eBz'
Stabilire quali condizioni devono verificare i coefficienti ag e ay affinché tutte le solu-
zioni di tale equazione tendano a +oo quando x — +oo?
Suggerimento: analizzare la forma delle soluzioni dell’equazione al variare delle radici
del polinomio caratteristico.

Esercizio 4.5.15 Determinare l'integrale generale della seguente equazione differen-
ziale lineare a coefficienti costanti

y' —y=+1+e"

Suggerimento: si usi il metodo di variazione delle costanti.

4.6 Soluzioni

4.5.1 (i) L’integrale generale ¢ dato da y(z) = ce®® + 3 cos(x) — £ sin(z) per ogni
z € R, al variare di ¢ € R.

(ii) Ha senso studiare I’equazione differenziale in I, =]0,+oc[ein I_ =] —00,0[. In
entrambi gli insiemi I'integrale generale & dato da y(r) = c+2? — zlog(z) — x per ogni
x € I+, al variare di c+ € R.

(iii) Dividendo per x # 0, ’equazione si trasforma nell’equazione equivalente

;2 3
Yy = _Fy - Fa
le cui soluzioni in I, =10, +o00[ e in I_ =] — 00, 0] sono le funzioni y+ (z) = cre? — 3,
definite per x € I, al variare di c1 € R.
(iv) Le soluzioni in I =]0,+oc0[ e in I_ =] — 00, 0[ sono le funzioni y+(z) = <= —
%e_% — ﬁe_%, definite per z € I, al variare di c+ € R.

(v) L’integrale generale dell’equazione & dato dalle funzioni y(z) = ce™z® + z*,
definite per z > 0, al variare di ¢ € R.

(vi) L’integrale generale dell’equazione & dato dalle funzioni y(z) = ce™ 5™(®) 4sin(z)—
1, definite per x € R, al variare di ¢ € R.

4.5.2 (i) Questa & un’equazione differenziale del tipo ' = f(az + by + ¢), essendo
f(x,y) = (x+vy)?> —2—y—1, e sirisolve con la sostituzione z = ax + by + ¢, in questo
caso z = x + y. Si ha dunque

dz  dy+z)

_ — _ 2 o — 2
T dr y+1l=(z+y) —xz—y—1)+1=2"—2z
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e l'equazione 2z’ = 22 — z & a variabili separabili, ed ha come integrale generale le

funzioni z(z) = (1 + ce®)™1, al variare di ¢ € R, pilt la soluzione z = 0.

L’integrale generale cercato ¢ dunque y(z) = —x + (1 + ce®) ™1, al variare di ¢ € R,
pitt la soluzione y(x) = —z.

(ii) In questo caso abbiamo f(x,y) = g(£). Operando la sostituzione z = £ si ottiene

dz _dy/z) _y' —y/z _ (y/x)log(y/x) —y/z _zlogz—=z

dx dx T T T ’

. log z—z s R . .
e 'equazione 2’ = Z°22=% ¢ a variabili separabili con integrale generale z(x)

per ogni x € R, al variare di ¢ € R. Quindi l'integrale generale dell’equazione di
partenza ¢ y(z) = ze'*el?l al variare di ¢ € R.

= el+clwl

4.5.3 (i) E il problema di Cauchy associato ad un’equazione lineare di ordine 1.
L’integrale generale & ce® + x/3, e la soluzione del problema di Cauchy ¢ la funzione
y: R — R data da y(x) = 23/3 per ogni z € R.

(ii) E il problema di Cauchy associato ad un’equazione a variabili separabili. La
soluzione ¢ la funzione y : I — R definita da

y(x) = tan (g +1- cos(ac)) , per ogni x € I,
dove I = {z € R:cos(z) >1—F}.

4.5.4 Sono tutti problemi di Cauchy associati ad equazioni di Bernoulli.
(i) Una soluzione (non l'unica: si veda 'osservazione alla fine dell’Esempio 4.3.5) ¢ la

22 3
funzione y(z) = (2% — 32% — %) definita in R.

(ii) Una soluzione ¢ data da

4 o, 4 3/2
y(x) = {(1 + ﬁ) e 3e3% — I cos(z) — ' sin(x)} ,
definita nell'insieme I = {z € R: (1 + +3) e Fei” — £ cos(x) — 15 sin(x) > 0}.
(iii) L’unica soluzione del problema & la funzione y(x) = (e_é + 1) B definita in R.
Osserviamo che I'equazione, si puo trattare come equazione a variabili separabili in
quanto y' = zy(1 —y).

, 3
(iv) L’unica soluzione del problema ¢ la funzione y(r) = ("17;0 +2) " definita in
10, 4+-o00[.

(v) L’unica soluzione del problema & la funzione y(z) = 2~/3(8 + cos(1) — cos(z))
definita in ]0, +o0[.

1/3

4.5.5 (i) Il polinomio caratteristico & A2 — 1, le cui soluzioni sono A = —1 e X\ = 1.
Quindi y(x) = c1e” + cee™® per ogni x € R, al variare di ¢; e ¢g in R.
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(ii) 1l polinomio caratteristico & A2 +4, le cui soluzioni sono A = 2i e A = —2i. Quindi
y(z) = ¢1 cos(2x) 4 co sin(2z) per ogni x € R, al variare di ¢; e ¢c2 in R.

(iii) 11 polinomio caratteristico & A\? + 4\ + 2, le cui soluzioni sono A\ = —2 + /2 e
A =—2—/2. Quindi y(z) = c1("2+VDT 4 £)e~ (V27 per ogni 2 € R, al variare di
c1 e co in R.

(iv) 11 polinomio caratteristico ¢ A%, la cui soluzione & A = 0 con molteplicita 2.
Quindi y(x) = ¢1 + cox per ogni x € R, al variare di ¢; e ¢z in R.

(v) 1l polinomio caratteristico & A?, la cui soluzione & A = 0 con molteplicita 3. Quindi
y(x) =c1 + car + c3x? per ogni x € R, al variare di ¢1, ¢z e ¢z in R.

(vi) 1l polinomio caratteristico & A3 —4\2 46X —4, le cui soluzioni sono A = 2, A = 1+i
e A =1—i. Quindi y(x) = c16*® + c2e® cos(x) + cze” sin(z) per ogni x € R, al variare
dicq, cg e c3in R.

(vii) II polinomio caratteristico & A3 4+ 4A? = A\2(\ + 4), le cui soluzioni sono A = 0
(con molteplicitd 2) e A = —4. Quindi y(z) = ¢; + c2x + cze™** per ogni z € R, al
variare di ¢1, ¢ e ¢3 in R.

(viii) 11 polinomio caratteristico & A* + 4\ = A(A? 4 4), le cui soluzioni sono A = 0,
A= —2ie A= 2i. Quindiy(x) = c1+c2cos(2x)+ c3sin(2x) per ogni z € R, al variare
dic1, o e c3in R.

(ix) 11 polinomio caratteristico & A* +2A2+1 = (A2 +1)?, le cui soluzioni sono A\ = —i
(con molteplicita 2) e A = i (con molteplicita 2). Quindi y(x) = ¢1 cos(z) + co sin(z) +
czx cos(z) + cazwsin(z) per ogni x € R, al variare di ¢1, ¢2, c3 € ¢4 in R.

4.5.6 (i) L’integrale generale dell’equazione omogenea associata &
y(x) = c1 + coe™ 7, per ogni € R,

al variare di ¢; e ¢o in R.

Una soluzione particolare & del tipo v(z) = (ax + b)z (infatti il secondo membro &

un polinomio di primo grado, e A = 0 ¢ radice del polinomio caratteristico, quindi

bisogna cercare una soluzione come v). Una soluzione particolare dell’equazione non
12

omogenea ¢ y,(r) = & — .

(ii) L’integrale generale dell’equazione omogenea associata &

y(x) =c1 + ce™®, per ogni x € R,
al variare di ¢; e ¢o in R.
Una soluzione particolare & del tipo v(z) = (az + b)ze™* (infatti il secondo membro
€ un polinomio di primo grado moltiplicato per e™*, e e™* & soluzione dell’equazione

omogenea. Quindi bisogna cercare una soluzione come v). Una soluzione particolare

. N 2 — —
dell’equazione non omogenea ¢ y,(z) = —5e™* — xe™".

(iii) L’integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢
. 2x .
y(x) = c1 + cox + c3e”, per ogni € R,

al variare di ¢; e ¢ in R.
Una soluzione particolare & del tipo v(x) = (az? + bz +c)2? + dze?® (infatti il secondo



140 Capitolo 4. Equazioni differenziali ordinarie

N

membro ¢ un polinomio di secondo grado, ma 1 & soluzione doppia, inoltre e?* &
soluzione dell’equazione omogenea e quindi bisogna cercare una soluzione come v).
Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea ¢

4 3 2
x x x T oy
)

W) == - Ty e

(iv) L’integrale generale dell’equazione omogenea associata &

per ogni x € R,

y(x) = ¢1 cos(z) + co sin(x), per ogni x € R,

al variare di ¢; e ¢ in R.

Una soluzione particolare & del tipo v(z) = (acos(z) + bsin(z))x (infatti il secondo
membro € una combinazione lineare delle funzioni seno e coseno e A = i e radice del
polinomio caratteristico). Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea &
yp(x) = §sin(z) per ogni x € R.

(v) L’integrale generale dell’equazione omogenea associata &

y(x) = c1e” + coe®@ sin(x) + cze** cos(x),

al variare di ¢, co e c3 in R.
Una soluzione particolare ¢ del tipo v(z) = Ae?* + ax + b (infatti il secondo membro
¢ un polinomio di grado 1 in = sommato ad un esponenziale ¢??, e quindi bisogna

cercare una soluzione come v). Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea

& yp(z) = e** — g —29—5.

4.5.7 La risposta corretta & la (i).

4.5.8 La risposta corretta ¢ la (iv).
Attenzione: le funzioni date sono soluzioni anche dell’equazione (iii) ma non rappre-
sentano tutte le soluzioni di tale equazione.

4.5.9 La risposta corretta ¢ la (ii).

4.5.10 Non puo essere soluzione di un’equazione differenziale del primo ordine linea-
re ed omogenea a coefficienti costanti, in quanto le soluzioni di tale equazione devono

essere tutte della forma y(x) = ce??.

4.5.11 Non puo essere soluzione in quanto, se lo fosse 2 sarebbe radice del polinomio
caratteristico. Allora tutte le soluzioni dovrebbero essere della forma (il polinomio
caratteristico ha grado 2)

e y(z) =10 e2% 4 c9eM0% | al variare di ¢1, co in R se g (Paltra radice del polinomio
caratteristico) & diversa da 2;

o y(x) = c1e%® + coze®®, al variare di c1,co in R se A\g se A = 2 & radice doppia
del polinomio caratteristico.
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4.5.12 Le soluzioni del polinomio caratteristico sono complesse e coniugate con parte
reale negativa.

4.5.13 Le soluzioni del polinomio caratteristico sono complesse e coniugate con parte
reale nulla.

4.5.14 Consideriamo per primo il caso in cui A = 3 non sia radice del polinomio
caratteristico P(\) = A? + apA + a;. In questo caso la funzione §(r) = %e?’w e

soluzione particolare dell’equazione differenziale. Denotiamo con A1 e Ay le radici di
P()). Allora

(i) se A1, A2 € Re A1 < Ay, lintegrale generale dell’equazione differenziale &

1
y(z) = c1eM” + coe™2® + P3) e37 per ogni = € R,

al variare di c¢1,co € R;

(ii) se A1 = Aq, l'integrale generale dell’equazione differenziale &

1
y(x) = c1eM7 + coweM” + P03 e?”, per ogni z € R,

al variare di c¢1,co € R;

(iii) se A\;1 = a + if, lintegrale generale dell’equazione differenziale &

1
y(x) = e*{cy cos(Bz) + casin(fx)} + %6317 per ogni = € R,

al variare di c¢1,co € R.

Nel caso (i) tutte le soluzioni tendono a +o0o per x — 400 se, e solo se, A, Ay < 3
e P(3) > 0. Infatti se A1, A2 < 3, il termine a principale, per x tendente a +oo, &
%GSI, comunque si scelgano le costanti ¢; e c3. Se Ay > 3, il termine principale,
per £ — 400, & cpe*?? (ovviamente nel caso ¢z # 0) e tale funzione tende a —oo se
co < 0.

Nel caso (ii) tutte le soluzioni tendono a +oo per & — +00 se, e solo se, (A < 3 e
P(3) > 0) se, e solo se, (ag > —6).

Infine nel caso (iii) tutte le soluzioni tendono a +oo per x — +0oo se, e solo se, (o < 3
e P(3) > 0) se, e solo se, (ag > —6).

Consideriamo ora il caso in cui A = 3 sia radice del polinomio caratteristico.

e Se P(\) # (A — 3)2, allora tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono

date da

xeSx

6 +ap’
al variare di ¢1,co € R. Quindi tutte le soluzioni tendono a +oco per x — +00
se, e solo se, (A1 < 3 e ag > —6) se, e solo se, (ag > —6).

y(x) = 183" + coe™MT + per ogni x € R,
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e Se P(\) = (A — 3)%, allora tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono
date da

2
x
y(z) = (7 + oz + Cz> e’ per ogni x € R,
al variare di c¢1,co € R e tutte queste funzioni tendono a 400 per x — +o0.

In termini dei coefficienti ag e a1, tutte le soluzioni dell’equazione differenziale tendono
a 400 per x — 400 se, e solo se, vale una delle seguenti condizioni:

at —4a; >0,

(l) —ag + \/a%—4a1 <6,

9+ 3ap+a; > 0;

a2 —4a; >0,

—ap + \/ai —4a; =6,

ag > —6;

(i

ii) {

a? —4a; =0,
(iid) { o

ag > —6;
. apg = —6,
(iv) { a; =9;

a2 —4a; <0,

(V) ag > —6.
4.5.15 L’integrale generale ¢ dato da

per ogni z € R, al variare di ¢1,cy € R.



