Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09

Lunedi 11 maggio 2009

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09



Integrazione numerica

Teorema (Teorema fondamentale del calcolo integrale)

Sia f : [a, b] — R una funzione continua, e sia xo € [a, b]. Allora

o la funzione F(x) = [ f(t)dt éuna primitiva di f(x)

X0

° jﬁ"f(t) dt = F(B) — F(o) per ogni o, B € [a, b].

Problema

Sia f : [a, b] — R una funzione integrabile su [a, b]. Il suo integrale definito
b
I(F) = / F(x) dx

o puoessere "difficile” da calcolare attraverso il Teorema fondamentale del calcolo
integrale, ovvero puo essere complesso il calcolo della primitiva

@ la primitiva di f puo non essere esprimibile in termini di funzioni elementari: in tal
caso per valutare I'integrale € necessaria una qualche approssimazione
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Integrazione numerica

Definizione

Una formula esplicita che permetta di approssimare I(f) viene detta formula di
quadratura (o formula d’integrazione numerica)

Soluzione

Un modo standard di procedere e il seguente
e prendere n+ 1 nodi distinti {x;}/_o C [a, b] insieme ai corrispondenti valori f(x;)
@ calcolare il polinomio interpolatore MN,f in corrispondenza ai nodi scelti

@ calcolare

1(M,f) fbl'l f(x)d

fz Al e
S e (f Li(x) dx)

i=0 a

o stimare l'errore I(f) — I(M,f)
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Integrazione numerica
Le formula di quadratura interpolatorie rientrano tra le formule seguenti

Definizione

Za;f(x,-)

dove
o gli aj sono detti pesi (o coefficenti)

e gli x; sono detti nodi

Definizione

n

Data una formula di quadratura Y a;f(x;), si dice che questa ha grado di precisione (o
i=0

di esattezza) r € N se

n b
D aif(x) = I(f) = /f(x) dx, VfeP,

ed esiste f € P,y1 per cui non vale I'uguaglianza. Indichiamo
P, = {polinomi di grado al piis r}

v
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Integrazione numerica

Teorema

Data una formula di quadratura interpolatoria che usi n+ 1 nodi distinti, questa ha grado

di precisione > n.
v

Osservazione

Il teorema precedente dice che la formula di quadratura interpolatoria su n+ 1 nodi
éesatta sui polinomi di grado al pitin:
questo éovvio, in quanto il polinomio di grado q < n passante per n+ 1 punti éunico!

Definizione

Diciamo Errore di quadratura il numero

En(f) = I(f) — I(M,f)

Osservazione

Dalla definizione segue che

b
|En(F)| = [I(f) — I(M,f)] < /|f(x) — Maf(x)] dx
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Integrazione numerica
Formula del punto medio

Il teorema del valor medio, nel caso in cui f : [a, b] — R &continua, dice che esiste
& €]a, b tale che

b
F(e) = bia/f(x)dx

dove minf < f(€) < maxf
[a,b] - (6) - [a,b]

Formula (del punto medio)

low(F) = (b— a)f (‘j"’)

Per I’errore di quadratura si ha

b
(b—a)’

E = / f(x) dx — lpm(F) = Tf”(f)

a

dove & éun opportuno punto di [a, b]
Il grado di precisione della formula del punto medio ér = 1.
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Integrazione numerica

Per I'errore di quadratura si procede cosi: la formula di Taylor con il resto di Lagrange ci
da (poniamo ¢ = (a + b)/2)
_ )2
F(x) = F(c) + F(c)(x — c) + %F,(z)

dove z e un valore compreso tra ¢ e x.Dunque
b b

/bf(x)dx = /f(c)dx+/f'(c)(x—c)dx+/[)(X_2C)2f”(z)dx

a a b a b C)2
= pu(f)+ f'(c) [(x —c)dx + (¢ f

o

= )+ (0 [E ]
= ) + 719
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Integrazione numerica

Per quanto riguarda il grado di precisione, possiamo limitarci a considerare i polinomi
p(x) =1, p(x) = x, p(x) = x*, ..., p(x) = x", etc.

Essendo il resto nella forma (derivata seconda)(costante), si ha subito che il grado di
precisione € al piu 1!Verifichiamo che la formula & esatta per i polinomi di grado 0 e 1,
ovvero che r = 1.

@ Per p(x) =1 il risultato & immediato

@ Per p(x) = x si ha
b

X2 b

[ = [3]
= (*-2)
b+a
= (b-a)%?

= Ipm(p)
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Integrazione numerica
Formula del trapezio
In luogo del calcolo di fab f dx calcoliamo fb M1 f dx, dove

MG = f(a) + (D@ )

il polinomio di primo grado (la retta) passante per (a,f(a)) e (b, f(b)),e si trova

b
/I'Ilf(x) = 2 () 1 (o)

Formula (del trapezio)

ima(h) = 22 1#(a) + (b))
Per I'errore di quadratura si ha
b
)3
E = / F(x) dx — Ira(f) = —%f”(g)

dove £ éun opportuno punto di [a, b]
Il grado di precisione della formula del punto medio ér = 1.

v

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 11 maggio 2009

9/34



Integrazione numerica
Per I'errore di quadratura si procede cosi: dai risultati sull’approssimazione polinomiale
sappiamo che

) - M) = T - ) b)
dove z € [a, b] opportuno.Dunque
b b b e
/f(x)dx = /n1f(X)dX+/¥(Xfa)(be)dX
= Iwr(f)+ f”2(§) {b3 ; ch S Che b)(2b2 <) +(b—a)ab )
3
= (- el

Valutiamo il grado di precisione. Essendo il resto nella forma (derivata
seconda)(costante), si ha subito che il grado di precisione &al piu 1!

@ Per p(x) = 1 il risultato & immediato

@ Per p(x) = x si ha

b X2 b
/xdx = [7]3
a H(E ) = ©2[b+ 3] = Ina(p)
2 2
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Integrazione numerica
Formula di Cavalieri-Simpson
In luogo di [ f(x) dx calcoliamo [ M,f(x) dxdove

Maf(x) = f(a) + 2 () f("”)( —a)+2f(b)+(bf( ))_2f(c)(x—a)(x—c)

&il polinomio di grado 2 passante per (a, f(a)), (c,f(c)) e (b, f(b)).Si ottiene

/bn2f(x) dx = @ {f(a) +4f (a;b> + f(b)]

a

Formula (di Cavalieri-Simpson)

les(F) = % [f( )+ 4f <342’b) +f(b)]

L’errore di quadratura: esiste £ € [a, b] t.c.
b

E— / F(x) dx — Ies(F) = —910 (b;ay F(€)

a

Il grado di precisione ér = 3

v
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Integrazione numerica

Si inizia col calcolare (poniamo ¢ = (a+ b)/2)

M2f (x) = fla] + f[a, c](x — a) + f[a, ¢, b](x — a)(x — ¢)

e si trova f(c) — f(a) f(c) - f(a)
fla] = f(a), fla,c]= o ) .
fla, c, b] = flc, bg : Z[a, c] _ 2f(b) -Ebf(_a)a)_ZQf(c)

Inoltre

b

A _ )3
/(x—a)dx:(b 23), /(x (x—0) (b12a)

a

da cui segue la formula.
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Integrazione numerica

Per quanto riguarda il grado di precisione, facciamo la verifica
@ sep(x) =1, eimmediato
@ sep(x) = x, allora
b 1.2
/ xdx = =(b"— a")
R 2
mentre

b—a

lev(p) =

[b+4b+a+a] _b-

a _1 2 2
5 6 [3b+3a]—2(b a’)

e sep(x) = x* allora
b s 3
/ x*dx = Z(b* — %)
2 3
mentre

—a _b—ay 2] 1,35 3
=2 [2b +2ab+2a]_3(b 2

b
lev(p) = 6

2
b2+4<b;ra) + &
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Integrazione numerica

@ sep(x) = x* allora
b
/ x* dx = %(b4 —a%

mentre

b—a
6

lev(p)

3
b3+4(b42'a> +a°

_ b—a 33 32 3 2
= 3 {2b+2ab+23b+

3 3 _(b4—a4)
E""}_T

e quindi il grado di precisione & r = 3.Che non possa essere maggiore segue dall’errore di
quadratura.
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Integrazione numerica

Un poco pil elaborato &il calcolo dell’errore di quadratura.Avendo posto h = (b —a)/2 e
wa(x) = (x — a)(x — a — h)(x — a — 2h),si ha che (con la sostituzione x = a + th) al
variare di x € [a, b]

oa(x) = fxwz(t)dt
e
= h [ t(t—1)(t—2)dt
0t4 (x—a)/2
= h T t+t]0
= %(X a)2[x —2]2

e o(a)=oc(a+2h)=0(b)=0
@ o(x) &simmetrica rispetto a x = (a + b)/2
@ o(x)>0in [a,b]

Si sa che esiste £ € [a, b] tale che

)

f(x) = Maf (x) + wa(x) 3l

= Maf(x) 4+ wa(x)f[a, c, b, x]

e si tratta di calcolare

- /ab(f(x) Maf(x)) dx = /abuJ2(x)f[a, ¢, b, x] dx
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Integrazione numerica
Integrando per parti si ha

r :/ wr(x)f[a, ¢, b, x] dx = [o2(x)[a, <, b,x]]g—/ Uz(x) " (fla.c,b.x) dx
e dunque, essendo 02(a) = o2(b) =0, si ha

F(n)

LUV N
41

= /abag(x)a% (la, ¢, b, x]) dx = — /ab 72(x)

dove n € (a, b) opportuno.Per il teorema della media integrale, essendo o2 > 0 in (a, b),
si ha che esiste £ € (a, b) tale che

(4) b
I’3:—f (g)/ Uz(X)dX

41

Integrando per parti si ha

) b
P f (5)[ 2(x)]° _|_f (5)/ xdix(ag(x)) dx
_ @, 5 (@200) e
@

f'
= T/a xwz(x) dx
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Integrazione numerica

Infine si ha

r3

9 [°
41

xwz(x) dx

f(:)fl(S) 2(3 + th)(th)(th — h)(th — 2h) hdt

(4) (4) 2
f 4!(§)a02(b)+f47!($)h5/0 t(t —1)(t — 2) dt
)

R /2 t2(t —1)(t — 2) dt
0

41

()
_f:)(()s) (b;a)s
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Integrazione numerica
Formule di Newton-Cotes

La formula dei trapezi e la formula di Cavalieri-Simpson sono casi particolari delle formule
di Newton-Cotes,

@ si introducono n + 1 nodi equispaziati £ = a + ib;" €lab], i=0,..n

@ si costruisce il polinomio interpolatore (x;, f(x;)), i =0,...,n

Osservazione

Essendo i nodi equispaziati, i pesi «; nella formula ", o;f (i) dipendono solo da n e da
h.

v

Osservazione
e (n=0) : Formula del punto medio
o (n=1) : Formula del trapezio

@ (n=2) : Formula di Cavalieri-Simpson
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Integrazione numerica
Formule composite

Per ottenere maggiore accuratezza si pud (restando nell’ambito dell'interpolazione
polinomiale)

@ aumentare il numero dei nodi d'interpolazione

@ suddividere |'intervallo in tanti sottointervalli e poi applicare le formule prima
introdotte

La seconda alternativa (applicare le formule di Newton-Cotes a sottointervalli)
& preferibile in quanto aumentando il numero dei nodi si vengono ad avere due problemi
@ maggiore complessita di calcolo (pilinodi vs. piu calcoli)

@ con un numero elevato di nodi (> 8) compaiono nella formula Y7 aif (x;) dei
coefficienti aj < 0, che numericamente sono da evitare

Osservazione

In alternativa all’interpolazione su nodi fissati, si puo ricorrere al metodo d’integrazione di
Gauss: l'idea e quella di non fissare a priori i nodi, il che permette di ottimizzare la
formula.

In particolare, la formula di Gauss fa intervenire solo coefficneti c; > 0.
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Integrazione numerica

Formule composite

Quindi si procede dividendo l'intervallo di integrazione [a, b] in N > 1 sottointervalli T;

b—a
N

Ti=lz-1,7], z=a+jH  J=0,.,N

j=0,...,N di ampiezza H =

e quindi si va a considerare

N

/abf(x)dx:z /sz

j=1 j—1

f(x) dx>

Su ciascun sottointervallo si utilizza una formula interpolatoria.
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Integrazione numerica
Formula del punto medio composita

Formula (del punto medio composita)

Data f : [a, b] — R integrabile, fissato N >0 e H= (b— a)/N, si ha

N N
b—a
1P (f) = N Zf mj):HZf(mj)
Jj=1 J=1

dove m; = a+ %H, J=1,...,N, éil punto medio dell’intervallo

=[a+ ( —1)H,a+ jH].
L’errore di quadratura éun infinitesimo di ordine 2 in H: esistono & € [zj_1, zj] t.c.

P F(x) dx — I8 (F) = ZH F(&)
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Integrazione numerica
Formula dei trapezi composita

Formula (dei trapezi composita)
Data f : [a, b] — R integrabile, fissato N > 0, si ha

N—1

S [f(a)+2> f(z)+ f(b)

Jj=1

dovezi=a+jH, J=1,...,NeH=(b—a)/N.
L’errore di quadratura éun infinitesimo di ordine 2 in H: esistono & € [zj_1, zj] t.c.

I7R(f) =

[P R de— () = T, (——f"(s,))

j=1
H? 1 g~ 0
= —ﬁ(b—a) sz (fj))
H? !

v
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Integrazione numerica
Formula di Cavalieri-Simpson composita

Formula (di Cavalieri-Simpson composita)

Data f : [a, b] — R integrabile, fissato N > 0, si ha

/éls(f) =

dove z; = a+ jH, mj:a—i—%H,J:l

.MZ
ol

<
I
A

ol
M=

Jj=1

,....,NeH=

[f(z-1) + 4f(m;) + f(z)]

[f(z-1) + 4f(m;) + f(z)]

(b— a)/N.

L’errore di quadratura éun infinitesimo di ordine 4 in H: esistono & € [zj_1, zj] t.c.

2 F(x) dx — 15(F)

Jj=1

> (%3

- blgo (E) (sz(w (§J>

o b—a H (iv)
180 (E) FHE)

v
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Integrazione numerica

Teorema (sulle formule di Newton-Cotes composite)

Data una formula di Newton-Cotes composita
@ con n pari allora

ha grado di precisione n + 1
ha ordine di infinitesimo n + 2

@ con n dispari allora

ha grado di precisione n
ha ordine di infinitesimo n + 1

Esempio

® Per la Formula del punto medio (n = 0) troviamo
grado di precisione 1
ha ordine di infinitesimo 2

@ Per la Formula del trapezio (n = 1) troviamo

grado di precisione 1
ha ordine di infinitesimo 2

o Per la Formula di Cavalieri-Simpson (n = 2) troviamo

grado di precisione 3
ha ordine di infinitesimo 4
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Integrazione numerica
Stima a posteriori dell’errore per le formule composite

Osservazione

Sel’errore di quadratura é un infinitesimo di ordine k > 1 per H = % — 0, allora

IF) = V() ~

— [PM(F) = 1M(9)]

Vediamo che succede quando si lavora con la formula dei trapezi composita. Sia
H = (b—a)/N. Posto I(f) = [” f(x)dx, si ha

1)~ () = ~P2Hr()
- = 222 (5) 1@
e quindi, se (&) ~ f"(7).si ha
I(F) — BE() = 5 [1(F) — 1% ()]
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Integrazione numerica

I(F) — I28(F) =~ Hl(f)—l’TVR(f)]
- % [10F) = BR(F) + 1) = 17(F)]
- % [/(f) - /%,“{(f)] + % [I%“?’(f) - /¢R(f)}
e quindi
% LGRIGIE % [3R(F) — ()]
e infine

[107) = ()] = 5 [13MC) — )]
1

1
Si osservi che 3= 71
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Integrazione numerica
Formule di Gauss
Una formula di quadratura € una identita approssimata del tipo

/ab f(x)dx =~ ia,-f(x;)

Osservazione
Per le formule di Newton-Cotes
@ i nodi sono equispaziati x; = a + i% i=0,..,n

@ | pesi aj si ottengono costruendo il polinomio di grado n che passa per (x;, f(x;)),
i=0,..,n

@ il grado di precisione eén, e questo dipende dal fatto che i parametri liberi sono n+ 1
v

Osservazione

Una strategia alternativa consiste nel determinare
o glin+1 nodi x;
o gli n+ 1 coefficienti «;

in modo da ottenere un grado di precisione piu alto, pari a 2n+ 1, in quanto abbiamo
2n + 2 parametri liberi.

v
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Integrazione numerica

Formule di Gauss

Teorema

Data una formula interpolatoria con n+ 1 nodi,il suo grado di precisione p ét.c.

n<p<2n+1.

Che sia maggiore o uguale a n &noto.
Siano x; i =0, ..., n i nodi. Sia q(x) € Py(ns1) dato da g(x) = [[7_,(x — x;)’si ha

b n
/ q(x)dx >0, Za;q(x,-) =0
a i=0

e quindi la precisione deve essere inferiore o uguale a 2n+ 1.
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Integrazione numerica

Formule di Gauss

| polinomi di Legendre Li(x) € P« sono definiti in modo ricorsivo

Lo(X) =1
Li(x) =x
Lk+1(X) = Q‘f(jllxl_k( )— k+1Lk 1( ) k=273, ..

Osservazione

Il polinomi di Legendre sono tra loro ortogonali, nel senso che

/l Li(x)Lj(x)dx =0, sei##j.
=il

Osservazione

o Gli n+ 1 nodi della formula di quadratura di Gauss sono le radici del polinomio di
Legendre Lp+1.

o Queste radici del polinomio L,y1 sono tutte distinte e cadono tutte in [—1,1].
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Integrazione numerica

Formule di Gauss
Teorema (La formula di Gauss ha grado di precisione 2n + 1)

SedX " ,aff(xF) ela formula di Gauss sull'intervallo [—1,1] relativa a n+ 1 nodi, allora il
suo grado di precisione é2n + 1.

Sia p(x) € P2p41: dobbiamo provare che

n

/ 11 pUe) b = 3 ).

Sappiamo che
P(x) = q(x)Lns1(x) + r(x), q(x),r(x) € Py

e (vedi la definizione ricorsiva)
q(x) = ZCkLk(X), c €R
k=0

e quindi

p(x) = Z ciLi(X)Lns1(x) + r(x)

k=0
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Integrazione numerica

Formule di Gauss

=
X
~—
&
I

/jl Do Ck /jl Li(x)Lnt1(x) dx + /jl r(x) dx

= ‘/711 r(x) dx

= Z af r(x?), il grado di precisione > n]
i=0

= Z O[,-G |:q(X,-G)Ln+1(X,'G) + I'(X,'G)] [Ln+1(X,-G) = 07 | = 07 vy n]
i=0

n
= Z OéiGP(XiG)
i=0
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Integrazione numerica

Formule di Gauss

| nodi e i pesi delle formule di Gauss su (—1, 1) sono tabulati.

Numero nodi Nodi Pesi
1
1 10 1 2
2 _373, %3 5 1’81 5
3 —75v O, 75 §v §v §

Osservazione

Si osservi che, quando n = 1, si ritrova la formula del punto medio: éuna particolare
formula di Gauss (che non fosse interpolatoria, era evidente).

Osservazione

I nodi nella formula di Gauss sono simmetrici rispetto al punto medio.
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Integrazione numerica

Formule di Gauss
/_tf(x)dx% [l‘f(f%> +1~f(%>] .

Ricordiamo che
Osservazione (Formula di Gauss con 2 nodi)

Sedevo calcolare con la formula di Gauss fab f(x) dx, con [a, b] # [—1,1], allorail
cambiamento di variabili x — t dato da x = 22 + t? permette di scrivere

/ab f(x) dx

—a/ fa—i—b _a)dx

22 [f (%) +f(X1)]
= /G(f)

Q

dove 3(\0 — azb _ %bgae;ﬁ — a2b + %bga

Osservazione

L’errore di quadratura é
. (b a) (iv)
(F) = Ie(F) = 22 F(e)

ove £ € [a, b] opportuno
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Integrazione numerica

Formule di Gauss

Esercizio

Calcolare Ig(f) dove f : [a, b] — R nel caso in cui i nodi siano 3

Osservazione

Pitrin generale, nel caso di n+ 1 nodi e f € C™, si ha

1) 1) = [ [ i) 4] (g P20

ove & € [a, b] opportuno
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