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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Problema

Date n+ 1 coppie di dati (xi,yi), i =0, ..., n, determinare un polinomio M, € P; tale che

S (M 06) — ) < 3 (alx) — i)

i=0 i=0
per ogni q € Py.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Problema
Date n+ 1 coppie di dati (xi,yi), i =0, ..., n, determinare un polinomio M, € P; tale che
n n
D (M) = vi)* < D (alx) = yi)
i=0 i=0

per ogni q € Py.

Definizione

Il polinomio M} (quando esiste) & detto polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione
nel senso dei minimi quadrati.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Problema
Date n+ 1 coppie di dati (xi,yi), i =0, ..., n, determinare un polinomio M, € P; tale che
n n
D (M) = vi)* < D (alx) = yi)
i=0 i=0

per ogni q € Py.

Definizione

Il polinomio M} (quando esiste) & detto polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione
nel senso dei minimi quadrati.

Il polinomio di grado ¢ = 1 viene detto retta di regressione.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Problema

Date n+ 1 coppie di dati (xi,yi), i =0, ..., n, determinare un polinomio M, € P; tale che

S (M 06) — ) < 3 (alx) — i)

i=0 i=0

per ogni q € Py.

Definizione

Il polinomio M} (quando esiste) & detto polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione
nel senso dei minimi quadrati.
Il polinomio di grado ¢ = 1 viene detto retta di regressione.

Osservazione

@ In generale non édetto che il grado sia esattamente ¢:
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Problema

Date n+ 1 coppie di dati (xi,yi), i =0, ..., n, determinare un polinomio M, € P; tale che

S (M 06) — ) < 3 (alx) — i)

i=0 i=0

per ogni q € Py.

Definizione

Il polinomio M} (quando esiste) & detto polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione
nel senso dei minimi quadrati.
Il polinomio di grado ¢ = 1 viene detto retta di regressione.

Osservazione

@ In generale non édetto che il grado sia esattamente {:se prendo 10 punti allineati e
cerco il polinomio di grado 5 di migliore approssimazione, trovo una retta, la retta di
regressione
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Problema

Date n+ 1 coppie di dati (xi,yi), i =0, ..., n, determinare un polinomio M, € P; tale che

S (M ()~ y)? < S (ax) — )

i=0 i=0

per ogni q € Py.

Definizione

Il polinomio M} (quando esiste) & detto polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione
nel senso dei minimi quadrati.
Il polinomio di grado ¢ = 1 viene detto retta di regressione.

Osservazione
@ In generale non édetto che il grado sia esattamente {:se prendo 10 punti allineati e
cerco il polinomio di grado 5 di migliore approssimazione, trovo una retta, la retta di
regressione
@ Quando ¢ < n non sara possibile, in generale, avere M¢(x;) = yi,
i=0,..,n:
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Problema

Date n+ 1 coppie di dati (xi,yi), i =0, ..., n, determinare un polinomio M, € P; tale che

S (M ()~ y)? < S (ax) — )

i=0 i=0

per ogni q € Py.

Definizione

Il polinomio M} (quando esiste) & detto polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione
nel senso dei minimi quadrati.
Il polinomio di grado ¢ = 1 viene detto retta di regressione.

Osservazione

@ In generale non édetto che il grado sia esattamente {:se prendo 10 punti allineati e
cerco il polinomio di grado 5 di migliore approssimazione, trovo una retta, la retta di
regressione

@ Quando ¢ < n non sara possibile, in generale, avere M¢(x;) = yi,

i =0,..., n:ésufficiente prendere 3 punti non allineati (ovvero n = 2) e considerare la
retta di regressione (ovvero { = 1)
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Retta di regressione

Quando £ =1 e x; € R, si ha che M1(x) = ap + aix, dove ap, a1 sono i coefficienti
incogniti.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Retta di regressione

Quando £ =1 e x; € R, si ha che M1(x) = ap + aix, dove ap, a1 sono i coefficienti
incogniti.

Teorema

Data la funzione

®(bo, br) = Y [(bo + bxi) — yiI?

i=0
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Retta di regressione

Quando £ =1 e x; € R, si ha che M1(x) = ap + aix, dove ap, a1 sono i coefficienti
incogniti.
Teorema
Data la funzione .
®(bo, b1) = Z[(bo + bixi) — yi]’
i=0

questa ha un unico punto di minimo (ao, a1), e Mi(x) = ao + a1x éla retta di regressione.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Retta di regressione

Si osserva che
lim  ®(bo, by)

B3+bf—o00

comunque si fissino (x;,yi), i =0, ..., n.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Retta di regressione

Si osserva che
lim  ®(bo, by)
b(2)+b%—>oo
comunque si fissino (xi, yi), i = 0, ..., n.Per definizione di limite,

VM >0, 3R >0 : by + bi > R> = &(by, b1) > M

O Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 4 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Retta di regressione

Si osserva che
lim  ®(bo, by)
b(2)+bf—>oo
comunque si fissino (xi, yi), i = 0, ..., n.Per definizione di limite,

VM >0, 3R >0 : by + bi > R> = &(by, b1) > M

quindi, per il teorema di Weierstrass, esiste almeno un punto di minimo (ao, a1).
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Retta di regressione

Si osserva che
lim  ®(bo, by)
b(2)+b%—>oo
comunque si fissino (xi, yi), i = 0, ..., n.Per definizione di limite,

VM >0, 3R >0 : by + bi > R> = &(by, b1) > M

quindi, per il teorema di Weierstrass, esiste almeno un punto di minimo (ao, a1).
Le coordinate del punto sono soluzione di V®(ag, a1) =0,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Retta di regressione

Si osserva che
lim  ®(bo, b1)
b(2)+b%—>oo
comunque si fissino (xi, yi), i = 0, ..., n.Per definizione di limite,
VM >0, 3R >0 : by + bi > R> = &(by, b1) > M

quindi, per il teorema di Weierstrass, esiste almeno un punto di minimo (ao, a1).
Le coordinate del punto sono soluzione di V®(ag, a1) = 0, ovvero

oo
abo (30731) 87)1(30731) =0

da cui

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 4 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Retta di regressione

Si osserva che
lim  ®(bo, b1)
bg-f—b%—n)o
comunque si fissino (xi, yi), i = 0, ..., n.Per definizione di limite,
VM >0, 3R >0 : by + bi > R> = &(by, b1) > M

quindi, per il teorema di Weierstrass, esiste almeno un punto di minimo (ao, a1).
Le coordinate del punto sono soluzione di V®(ag, a1) = 0, ovvero

o
abo (30731) 37)1(307 a1) =0
da cui ., .,
22[(30 + ai1x;) —yi] =0, 22[(30 +ai1x;) —yi]xi=0
i—0 i=0
e infine
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Retta di regressione

Si osserva che
lim  ®(bo, b1)
b(2)+b%—>oo
comunque si fissino (xi, yi), i = 0, ..., n.Per definizione di limite,
VM >0, 3R >0 : by + bi > R> = &(by, b1) > M

quindi, per il teorema di Weierstrass, esiste almeno un punto di minimo (ao, a1).
Le coordinate del punto sono soluzione di V®(ag, a1) = 0, ovvero

o
abo (30731) 87)1(307 a1) =0
da cui ., .,
22[(30 + ai1x;) —yi] =0, 22[(30 +ai1x;) —yi]xi=0
i—0 i=0
e infine

(Een &) (2)-(&)
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui £ =2 e gli x; € R,

O Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 5 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui £ =2 e gli x; € R,i coefficienti del polinomio di grado 2 di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadrati

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 5/28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui £ =2 e gli x; € R,i coefficienti del polinomio di grado 2 di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare

3x3
25:0 1 Zg:o Xé Zgzo Xii a0 Zn?:o Yi
Sk o e | 2T &
DioXi  DioXi DlioXi a Do Xi Vi
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui £ =2 e gli x; € R,i coefficienti del polinomio di grado 2 di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare

3x3
Yol lexi i X} o DoV
> Xg o Xiz i X’i a = >0 ngi
n n n n
DioXi  DioXi DlioXi a2 Do Xi Vi
Teorema

Data la funzione

®(bo, by, b) = > [(bo + bixi + box?) — yil?

i=0
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui £ =2 e gli x; € R,i coefficienti del polinomio di grado 2 di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare

3x3
Yol lexi i X} o DoV
> Xg o Xiz i X’i a = >0 ngi
n n n n
DioXi  DioXi DlioXi a2 Do Xi Vi
Teorema

Data la funzione .
®(bo, by, b) = > [(bo + bixi + box?) — yil?
=0

questa ha un unico punto di minimo (ao, a1, az),
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui £ =2 e gli x; € R,i coefficienti del polinomio di grado 2 di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare
3x3
Yol TioXi YioX a0 >0V
YioXi ioX i Xi a | = Do XiYi
27:0 Xi2 Z?:o Xi3 Z?:o Xi Z;’:o Xi2yi

i
)
N

Teorema
Data la funzione .
®(bo, by, b) = > [(bo + bixi + box?) — yil?

=0
questa ha un unico punto di minimo (ao, a1, a2),e Ma(x) = ag + ai1x + axx* &il polinomio

di grado 2 di migliore approssimazione.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui £ =2 e gli x; € R,i coefficienti del polinomio di grado 2 di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare

3x3
Z?:o 1 Z?:o Xé Z,,‘,:o Xi:23 ao Z,,‘,:o Yi
n
> Xé o Xi3 i X’;l a1 = > im0 ngi
n
Yo X i Xi Do Xi az Do Xi Vi
Teorema

Data la funzione .
®(bo, by, b) = > [(bo + bixi + box?) — yil?
=0

questa ha un unico punto di minimo (ao, a1, a2),e Ma(x) = ag + ai1x + axx* &il polinomio
di grado 2 di migliore approssimazione.

La dimostrazione & perfettamente analoga alla precedente, la sola differenza &che qui ¢
dipende da 3 variabili.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui 1 < ¢ < negli xi € R, i coefficienti del polinomio di grado ¢ di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadrati
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui 1 < ¢ < negli xi € R, i coefficienti del polinomio di grado ¢ di migliore

approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare
(+1)x(£+1)

Sl S o Sl ) [ oy
n n n n
Do Xi Do Xi D DR * a Do XiYi

Srox it L S )\ a Sty
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione
Nel caso in cui 1 < £ < negli x; €R,icoefficienti del polinomio di grado ¢ di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare

(f+1)x(+1)
ZZ:O 1 ZZ:O X;
DlioXi  DioXi
Sroxt Yloxit

Teorema

Data la funzione

O(bo, b, ... be) = Y _[(bo + bixi + .. + bext) — yiT’

n YA n
=0 4o Z;Tifo Yi
n
20X a1 Do XiYi
n 20 n ..
Zi:o Xi ar EI:O Xi'Yi

i=0

(0]
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Nel caso in cui 1 < £ < negli x; €R,icoefficienti del polinomio di grado ¢ di migliore
approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare

(0+1) x (0+1)

Dol o X; D Dy )Z(,el 4o ZI:;:O Yi
Z?:O Xi 27:0 Xj . Zn X + 1 Z,':O XiYi

T
o
L

Z?:oxie Z::f,:oxiHl Z?:oxize ¢ E;’:Ox,-ly,'

)

Teorema

Data la funzione
®(bo, br, ..., be) = Y [(bo + bixi + ... + bexi) — yil?
i=0

questa ha un unico punto di minimo (ao, ai, ..., a), € Me(x) = ao + arx + ... + agx* &il
polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione
Nel caso in cui 1 < £ < negli x; €R,icoefficienti del polinomio di grado ¢ di migliore

approssimazione nel senso dei minimi quadratisi calcolano risolvendo il sistema lineare
(+1)x(£+1)

Dol Do Xi D Dy x{ 4o Z,:;:o Yi
Z;,:O Xi 27:0 X,-2 . Zn Xe+1 1 Z,':O XiYi

T
o
L

L ...

Z?:oxie Z::f,:oxiHl Z?:oxize ¢ E;’:Oxfy,'

Teorema

Data la funzione
®(bo, br, ..., be) = Y [(bo + bixi + ... + bexi) — yil?
i=0

questa ha un unico punto di minimo (ao, ai, ..., a), € Me(x) = ao + arx + ... + agx* &il
polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione.

La dimostrazione & perfettamente analoga alla precedente, la sola differenza & che qui ¢
dipende da £ + 1 > 2 variabili.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Osservazione

Nel caso in cui ¢ = n, il polinomio di migliore approssimazione di grado £ nel senso dei
minimi quadrati coincide con il polinomio interpolatore.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Polinomio di grado ¢ di migliore approssimazione

Osservazione

Nel caso in cui ¢ = n, il polinomio di migliore approssimazione di grado £ nel senso dei
minimi quadrati coincide con il polinomio interpolatore.

Osservazione

Vedremo piu avanti come si ottengono queste equazioni, dette anche equazioni normali
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso determinato)

E ben noto che se det A # 0, dove A éuna matrice n X n,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso determinato)

E ben noto che se det A # 0, dove A éuna matrice n X n, allora per ogni
Y = (y1, ..., ¥n) € R" esiste uno ed un solo x = (xi, ..., xa) € R" tale che

A-x=Y.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso determinato)

E ben noto che se det A # 0, dove A éuna matrice n X n, allora per ogni
Y = (y1, ..., ¥n) € R" esiste uno ed un solo x = (xi, ..., xa) € R" tale che

A-x=Y.

Osservazione (Caso sub-determinato)

Presa una matrice m X n con m < n,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso determinato)

E ben noto che se det A # 0, dove A éuna matrice n X n, allora per ogni
Y = (y1, ..., ¥n) € R" esiste uno ed un solo x = (xi, ..., xa) € R" tale che

A-x=Y.

Osservazione (Caso sub-determinato)

Presa una matrice m X n con m < n,la condizione necessaria e sufficiente affinché esista
una soluzione (non unica) di A-x =Y
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso determinato)

E ben noto che se det A # 0, dove A éuna matrice n X n, allora per ogni
Y = (y1, ..., ¥n) € R" esiste uno ed un solo x = (xi, ..., xa) € R" tale che

A-x=Y.

Osservazione (Caso sub-determinato)

Presa una matrice m X n con m < n,la condizione necessaria e sufficiente affinché esista
una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A]| Y].
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso determinato)

E ben noto che se det A # 0, dove A éuna matrice n X n, allora per ogni
Y = (y1, ..., ¥n) € R" esiste uno ed un solo x = (xi, ..., xa) € R" tale che

A-x=Y.

Osservazione (Caso sub-determinato)

Presa una matrice m X n con m < n,la condizione necessaria e sufficiente affinché esista
una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A]| Y].

Osservazione

In questo caso sub-determinato, se rango[A] = m,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso determinato)

E ben noto che se det A # 0, dove A éuna matrice n X n, allora per ogni
Y = (y1, ..., ¥n) € R" esiste uno ed un solo x = (xi, ..., xa) € R" tale che

A-x=Y.

Osservazione (Caso sub-determinato)

Presa una matrice m X n con m < n,la condizione necessaria e sufficiente affinché esista
una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A]| Y].

Osservazione

In questo caso sub-determinato, se rango[A] = m, allora certamente possiamo concludere
che almeno esistono soluzioni.

v
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m X n con m > n,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché
@ esista una soluzione unica di A-x =Y
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché
@ esista una soluzione unica di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A| Y] = n = min{m, n}.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché
@ esista una soluzione unica di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A| Y] = n = min{m, n}.

® esista una soluzione (non unica) diA-x=Y
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché
@ esista una soluzione unica di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A| Y] = n = min{m, n}.

® esista una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango[A| Y] =4 < n.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché
@ esista una soluzione unica di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A| Y] = n = min{m, n}.

® esista una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango[A| Y] =4 < n.

Osservazione

Nel caso in cui le equazioni superano in numero le incognite,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché
@ esista una soluzione unica di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A| Y] = n = min{m, n}.

® esista una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango[A| Y] =4 < n.

Osservazione

Nel caso in cui le equazioni superano in numero le incognite,ovvero nel caso
sovra-determinato,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché

@ esista una soluzione unica di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A| Y] = n = min{m, n}.

® esista una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango[A| Y] =4 < n.

Osservazione

Nel caso in cui le equazioni superano in numero le incognite,ovvero nel caso

sovra-determinato,la condizione rango[A] = n non basta a garantire I'esistenza d’'una
soluzione.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché

@ esista una soluzione unica di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A| Y] = n = min{m, n}.

® esista una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango[A| Y] =4 < n.

Osservazione

Nel caso in cui le equazioni superano in numero le incognite,ovvero nel caso
sovra-determinato,la condizione rango[A] = n non basta a garantire I'esistenza d’'una
soluzione.

Osservazione

In generale, questi problemi sovradeterminati non hanno soluzione classica.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
Osservazione (Caso sovra-determinato)

Presa infine una matrice m x n con m > n, la condizione necessaria e sufficiente affinché

@ esista una soluzione unica di A-x =Y éche

rango[A] = rango [A| Y] = n = min{m, n}.

® esista una soluzione (non unica) di A-x =Y éche

rango[A] = rango[A| Y] ={ < n.

Osservazione

Nel caso in cui le equazioni superano in numero le incognite,ovvero nel caso
sovra-determinato,la condizione rango[A] = n non basta a garantire I'esistenza d’'una
soluzione.

Osservazione

In generale, questi problemi sovradeterminati non hanno soluzione classica.Vale quindi la
pena di introdurre una soluzione debole nel senso dei minimi quadrati

v
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose

Supponiamo che A sia una matrice m x n, con m > n, di rango n
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose

Supponiamo che A sia una matrice m x n, con m > n, di rango n
Definizione

Il vettore xo € R" si dice soluzione nel senso dei minimi quadrati del sistema lineare
A-x=b,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Supponiamo che A sia una matrice m x n, con m > n, di rango n
Definizione

Il vettore xo € R" si dice soluzione nel senso dei minimi quadrati del sistema lineare
A-x = b,dove b € R™ éun vettore fissato,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Supponiamo che A sia una matrice m x n, con m > n, di rango n
Definizione

Il vettore xo € R" si dice soluzione nel senso dei minimi quadrati del sistema lineare
A-x = b,dove b € R" éun vettore fissato,se minimizza ||A -z — b||>
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Supponiamo che A sia una matrice m x n, con m > n, di rango n
Definizione

Il vettore xo € R" si dice soluzione nel senso dei minimi quadrati del sistema lineare
A-x = b,dove b € R" éun vettore fissato,se minimizza ||A - z — b||2ovvero se

|A-xo—blla < ||A-z—bla, VzeR™
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Supponiamo che A sia una matrice m x n, con m > n, di rango n

Definizione

Il vettore xo € R" si dice soluzione nel senso dei minimi quadrati del sistema lineare
A-x = b,dove b € R" éun vettore fissato,se minimizza ||A - z — b||2ovvero se

|A-xo—blla < ||A-z—bla, VzeR™

Che tale soluzione esista segue dal fatto che
|A-z— bl — 400 quando ||z||2 — oo.

e dunque, per il corollario del Teorema di Weierstrass, esiste il minimo assoluto.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Teorema

Il problema lineare di approssimazione

min ||A-z — b2

zE€RN
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Teorema

Il problema lineare di approssimazione

min ||A-z — b2
zE€RN

@ ammette almeno una soluzione xg
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Teorema

Il problema lineare di approssimazione

min ||A -z — b||2
zE€RN

@ ammette almeno una soluzione xg

@ Se x1 éun'altra soluzione, allora Axp = Axy.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Teorema

Il problema lineare di approssimazione

min ||A -z — b||2
zE€RN

@ ammette almeno una soluzione xg
@ Se x1 éun'altra soluzione, allora Axp = Axy.

@ Il residuo r(x) = b — Axo éunivocamente determinato e soddisfa I'equazione
ATx =0
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Teorema

Il problema lineare di approssimazione

min ||A -z — b||2
zE€RN

ammette almeno una soluzione xg

Se x1 éun’altra soluzione, allora Axg = Axi.

© 00

Il residuo r(x) = b — Axo éunivocamente determinato e soddisfa I'equazione
ATx =0
@ Ogni soluzione xo del problema di approssimazione éanche soluzione delle equazioni
normali
ATAx = ATx

e viceversa.
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Pseudo inversa di Moore-Penrose

Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Sia dato il sottospazio

L={Ax|x e R"} CR"
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Sia dato il sottospazio
L={Ax|x e R"} CR"

e si consideri il suo ortogonale

LY ={r|r"z=0, z€ L}
={r|rTA=0}
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Sia dato il sottospazio
L={Ax|x e R"} CR"

e si consideri il suo ortogonale

LY ={r|r"z=0, z€ L}
={r|rTA=0}

Essendo R™ = L@ Lt
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Sia dato il sottospazio
L={Ax|x e R"} CR"

e si consideri il suo ortogonale

LY ={r|r"z=0, z€ L}
={r|rTA=0}

Essendo R™ = L & L ,allora

b=s+r, sel, rel™.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Sia dato il sottospazio
L={Ax|x e R"} CR"

e si consideri il suo ortogonale

LY ={r|r"z=0, z€ L}
={r|r"A=0}

Essendo R™ = L & L ,allora
b=s+r, sel, rel™.
(i) L'esistenza del minimo segue dall’osservazione fatta in precedenza (Corollario del

Teorema di Weierstrass sull'esistenza del massimo e del minimo per una funzione
continua su un compatto).
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Sia dato il sottospazio
L={Ax|x e R"} CR"

e si consideri il suo ortogonale

LY ={r|r"z=0, zc L}
={r|r"A=0}

Essendo R™ = L & L ,allora

b=s+r, sel, rel™.

(i) L'esistenza del minimo segue dall’osservazione fatta in precedenza (Corollario del
Teorema di Weierstrass sull'esistenza del massimo e del minimo per una funzione
continua su un compatto).

(ii) Preso s € L, esiste certamente xo € R” tale che Axp = s.

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 12 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Sia dato il sottospazio
L={Ax|x e R"} CR"

e si consideri il suo ortogonale

LY ={r|r"z=0, zc L}
={r|r"A=0}

Essendo R™ = L & L ,allora

b=s+r, sel, rel™.

(i) L'esistenza del minimo segue dall’osservazione fatta in precedenza (Corollario del
Teorema di Weierstrass sull'esistenza del massimo e del minimo per una funzione
continua su un compatto).

(ii) Preso s € L, esiste certamente xo € R” tale che Axp = s.Inoltre

ATb=AT(s+r)=ATs = AT Ax
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Sia dato il sottospazio
L={Ax|x e R"} CR"

e si consideri il suo ortogonale

LY ={r|r"z=0, zc L}
={r|r"TA=0}

Essendo R™ = L & L ,allora

b=s+r, sel, rel™.

(i) L'esistenza del minimo segue dall’osservazione fatta in precedenza (Corollario del
Teorema di Weierstrass sull'esistenza del massimo e del minimo per una funzione
continua su un compatto).

(ii) Preso s € L, esiste certamente xo € R” tale che Axp = s.Inoltre
ATb=AT(s+r)=ATs = AT Ax

ovvero xp esoluzione delle equazioni normali.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora x; un'altra soluzione di A7b = AT Ax,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora xi un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che

b=s+r, s=Ax, r=b—Ax, selrel®
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose
(i) (continua) presa ora x; un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che

b=s+r, s=Ax, r=b—Ax, selrel®

e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora xi un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Ax, r=b—Ax, selrel®

e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.

(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s+ r.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(i) (continua) presa ora x; un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Ax, r=b—Ax, selrel®
e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.

(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s+ r.

(iv) Proviamo che xo, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(i) (continua) presa ora x; un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Ax, r=b—Ax, selrel®
e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.

(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s+ r.

(iv) Proviamo che xo, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.Si prenda a tal fine x € R”,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(i) (continua) presa ora x; un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Ax, r=b—Ax, selrel®
e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.

(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s+ r.

(iv) Proviamo che xo, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.Si prenda a tal fine x € R",e si osservi che r = Axg — b € L+
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora xi un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Ax, r=b—Ax, selrel®

e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.
(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s+ r.

(iv) Proviamo che xo, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.Si prenda a tal fine x € R" e si osservi che r = Axg — b € L-mentre
Ax — Axg = A(x — xo) € L,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora xi un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Axi, r=b—Ax, seL,reLL

e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.
(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s + r.

(iv) Proviamo che xp, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.Si prenda a tal fine x € R" e si osservi che r = Axg — b € L-mentre
Ax — Axo = A(x — x0) € L,e dunque r" (Ax — Axo) = 0 da cui segue per il teorema
di Pitagora
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora xi un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Axi, r=b—Ax, seL,reLL

e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.
(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s + r.
(iv) Proviamo che xp, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.Si prenda a tal fine x € R" e si osservi che r = Axg — b € L-mentre
Ax — Axo = A(x — x0) € L,e dunque r" (Ax — Axo) = 0 da cui segue per il teorema
di Pitagora
IAx = bll3 =
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora xi un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Axi, r=b—Ax, seL,reLL

e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.
(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s + r.
(iv) Proviamo che xp, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.Si prenda a tal fine x € R" e si osservi che r = Axg — b € L-mentre
Ax — Axo = A(x — x0) € L,e dunque r" (Ax — Axo) = 0 da cui segue per il teorema
di Pitagora
IAx = bll3 = [[(Ax = Axo) + (Axo — b)3
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora xi un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Axi, r=b—Ax, seL,reLL

e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.

(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s + r.

(iv) Proviamo che xp, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.Si prenda a tal fine x € R" e si osservi che r = Axg — b € L-mentre
Ax — Axo = A(x — x0) € L,e dunque r" (Ax — Axo) = 0 da cui segue per il teorema
di Pitagora

[|Ax — b|[3 [1(Ax — Axo) + (Axo — b)|3

1Ax — Axa[3 + 1A% — b3
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(ii) (continua) presa ora xi un'altra soluzione di A”b = AT Ax,si ha che
b=s+r, s=Axi, r=b—Ax, seL,reLL

e data l'unicita della decomposizione b = s + r, si ha Axg = Ax.

(iii) Segue dall'unicita della decomposizione b = s + r.

(iv) Proviamo che xp, soluzione delle equazioni normali, &soluzione del problema di
approssimazione.Si prenda a tal fine x € R" e si osservi che r = Axg — b € L-mentre
Ax — Axo = A(x — x0) € L,e dunque r" (Ax — Axo) = 0 da cui segue per il teorema
di Pitagora

[|Ax — b|[3 [1(Ax — Axo) + (Axo — b)|3

1Ax — Axa[3 + 1A% — b3

\Y]

[ Axo — bll3
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le
equazioni normali.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le

equazioni normali. Il funzionale in esame &il seguente
m n 2
2
F(x) = [[Ax — bll2 = Z Zaikxk — b
i=1 \k=1
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le

equazioni normali. Il funzionale in esame &il seguente
m n 2
2 Z Z
F(X) = HAX — b||2 = aik Xk — b,'
i=1 \ k=1

che si puo scrivere come

F(x) = (Ax—b)"(Ax—b)
= (Ax)TAx — (Ax)"b — b'Ax + b'b
= x"ATAx—2b"Ax+b"b
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le

equazioni normali. Il funzionale in esame &il seguente
m n 2
2 Z Z
F(X) = HAX — b||2 = aik Xk — b,'
i=1 \ k=1

che si puo scrivere come

F(x) = (Ax—b)T(Ax—b)
= (Ax)TAx — (Ax)"b — b'Ax + b'b
= x"ATAx—2b"Ax+b"b

(si osservi che (Ax)"b = [(Ax)"b]T = b” Ax: sono matrici 1 x 1, cio& scalari)
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le

equazioni normali. Il funzionale in esame &il seguente
m n 2
2 Z Z
F(X) = HAX — b||2 = aik Xk — b,'
i=1 \ k=1

che si puo scrivere come
F(x) = (Ax—b)T(Ax—b)
= (Ax)TAx — (Ax)"b — b'Ax + b'b
= x"ATAx—2b"Ax+b"b
(si osservi che (Ax)"b = [(Ax)"b]T = b” Ax: sono matrici 1 x 1, ciogscalari)e i suoi
punti stazionari
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le

equazioni normali. Il funzionale in esame &il seguente
m n 2
2 Z Z
F(X) = HAX — b||2 = aik Xk — b,'
i=1 \ k=1

che si puo scrivere come
F(x) = (Ax—b)T(Ax—b)
= (Ax)TAx — (Ax)"b — b'Ax + b'b
= x"ATAx—2b"Ax+b"b
(si osservi che (Ax)"b = [(Ax)"b]T = b” Ax: sono matrici 1 x 1, ciogscalari)e i suoi
punti stazionari— tra cui si trovano i minimi
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le

equazioni normali. Il funzionale in esame ¢&il seguente
m n 2
2 Z Z
F(X) = HAX — b||2 = Ajk Xk — b,'
i=1 \ k=1

che si puo scrivere come
F(x) = (Ax—b)"(Ax—Db)
= (Ax)TAx — (Ax)"b — b'Ax + b'b
= x"TATAx—2b"Ax+b"b
(si osservi che (Ax)"b = [(Ax)"b]T = b” Ax: sono matrici 1 x 1, ciogscalari)e i suoi
punti stazionari— tra cui si trovano i minimi— sono le soluzioni di (si osservi che

x — 2bT Ax & un operatore lineare, mentre per la forma quadratica x — x' AT Ax si
rimanda alla pagina seguente)

VF(x)=2x"ATA—2b"A=0
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le

equazioni normali. Il funzionale in esame ¢&il seguente
m n 2
2 Z Z
F(X) = HAX — b||2 = Ajk Xk — b,'
i=1 \ k=1

che si puo scrivere come

F(x) = (Ax—b)T(Ax—b)
= (Ax)TAx — (Ax)"b — b'Ax + b'b
= x"ATAx—2b"Ax+b"b

(si osservi che (Ax)"b = [(Ax)"b]T = b” Ax: sono matrici 1 x 1, ciogscalari)e i suoi
punti stazionari— tra cui si trovano i minimi— sono le soluzioni di (si osservi che

x — 2bT Ax & un operatore lineare, mentre per la forma quadratica x — x' AT Ax si
rimanda alla pagina seguente)

VF(x)=2x"ATA—2b"A=0
ovvero (se VF = 0 allora anche (VF)" = 0)
ATAx = ATb

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 14 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

(iv) (continua) Resta da provare che una soluzione del problema di minimo risolve le

equazioni normali. Il funzionale in esame ¢&il seguente
m n 2
2 Z Z
F(X) = HAX — b||2 = Ajk Xk — b,'
i=1 \ k=1

che si puo scrivere come

F(x) = (Ax—b)T(Ax—b)
= (Ax)TAx — (Ax)"b — b'Ax + b'b
= x"ATAx—2b"Ax+b"b

(si osservi che (Ax)"b = [(Ax)"b]T = b” Ax: sono matrici 1 x 1, ciogscalari)e i suoi
punti stazionari— tra cui si trovano i minimi— sono le soluzioni di (si osservi che

x — 2bT Ax & un operatore lineare, mentre per la forma quadratica x — x' AT Ax si
rimanda alla pagina seguente)

VF(x)=2x"ATA—2b"A=0
owvero (se VF =0 allora anche (VF)T = 0)
ATAx = ATb
che sono le equazioni normali.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione

Nella dimostrazione del punto (iv) precedente s’'é fatto uso del fatto che il gradiente
dell’applicazione

G:x— x"ATAx = | Ax|?
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione

Nella dimostrazione del punto (iv) precedente s’'é fatto uso del fatto che il gradiente
dell’applicazione

G:x— x"ATAx = | Ax|?

édato da VG(x) = 2x" ATA.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione

Nella dimostrazione del punto (iv) precedente s’'é fatto uso del fatto che il gradiente
dell’applicazione

G:x— x"ATAx = | Ax|?

édato da VG(x) = 2x" AT A. Questo segue dal fatto che G(x) = Q(P(x)), dove
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione

Nella dimostrazione del punto (iv) precedente s’'é fatto uso del fatto che il gradiente
dell’applicazione

G:x— x"ATAx = | Ax|?
édato da VG(x) = 2x" AT A. Questo segue dal fatto che G(x) = Q(P(x)), dove

P(x) = Ax = J(x)=A
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione

Nella dimostrazione del punto (iv) precedente s’'é fatto uso del fatto che il gradiente
dell’applicazione

G:x— x"ATAx = | Ax|?
édato da VG(x) = 2x" AT A. Questo segue dal fatto che G(x) = Q(P(x)), dove

P(x) = Ax = J(x)=A
QRz2)=z"z=|z|? = VQ(z)=2z"
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Osservazione

Nella dimostrazione del punto (iv) precedente s’'é fatto uso del fatto che il gradiente
dell’applicazione

G:x— x"ATAx = | Ax|?
édato da VG(x) = 2x" AT A. Questo segue dal fatto che G(x) = Q(P(x)), dove

P(x) = Ax = J(x)=A
QRz2)=z"z=|z|? = VQ(z)=2z"

e quindi
VG(x) = VQ(P(x)) - Jr(x) = 2(Ax)TA=2x"ATA.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose
Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n

Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n

Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva

Allora esiste I'inversa (AT A)~!
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n

Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva

Allora esiste I'inversa (AT A)~!

Allora

ATAx=ATh = x=(ATA) 'ATb
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n

Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva

Allora esiste I'inversa (AT A)~!

Allora

ATAx=ATh = x=(ATA) 'ATb

Definizione

Nel caso in cui rango(A) = n, A matrice m X n con m > n,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Pseudo inversa di Moore-Penrose

Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n

Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva

Allora esiste I'inversa (AT A)~!

Allora

ATAx=ATh = x=(ATA) 'ATb

Definizione

Nel caso in cui rango(A) = n, A matrice m X n con m > n,la matrice (AT A)"*AT viene
detta Inversa di Moore-Penrose della matrice A.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose
Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n
Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva
Allora esiste I'inversa (AT A)~!
Allora
ATAx=ATh = x=(ATA) 'ATb

Definizione

Nel caso in cui rango(A) = n, A matrice m X n con m > n,la matrice (AT A)"*AT viene
detta Inversa di Moore-Penrose della matrice A.

Osservazione

@ L'inversa di Moore-Penrose della matrice A é un'inversa sinistra,

v
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose
Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n
Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva
Allora esiste I'inversa (AT A)~!
Allora
ATAx=ATb=x=(ATA)'ATb

Definizione

Nel caso in cui rango(A) = n, A matrice m X n con m > n,la matrice (AT A)"*AT viene
detta Inversa di Moore-Penrose della matrice A.

Osservazione

@ L'inversa di Moore-Penrose della matrice A é un'inversa sinistra, infatti

(ATA)'ATA=1:R" - R".

v
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose
Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n
Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva
Allora esiste I'inversa (AT A)~!
Allora
ATAx=ATb=x=(ATA)'ATb

Definizione

Nel caso in cui rango(A) = n, A matrice m X n con m > n,la matrice (AT A)"*AT viene
detta Inversa di Moore-Penrose della matrice A.

Osservazione

@ L'inversa di Moore-Penrose della matrice A é un'inversa sinistra, infatti
(ATA)'ATA=1:R" - R".

mentre A- (ATA)T*AT non si pud fare
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose
Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n
Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva
Allora esiste I'inversa (AT A)~!
Allora
ATAx=ATb=x=(ATA)'ATb

Definizione

Nel caso in cui rango(A) = n, A matrice m X n con m > n,la matrice (AT A)"*AT viene
detta Inversa di Moore-Penrose della matrice A.

Osservazione

@ L'inversa di Moore-Penrose della matrice A é un'inversa sinistra, infatti
(ATA)'ATA=1:R" - R".
mentre A- (ATA)T*AT non si pud fare

o Nel caso in cui A éuna matrice n X n di rango n, l'inversa di Moore Penrose coincide
con l'usuale inversa

v
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Pseudo inversa di Moore-Penrose
Si consideri la matrice A introdotta in precedenza avente m righe e n colonne, m > n.
Supponiamo che rango(A) = n
Allora AT A &una matrice n x n, simmetrica, non singolare e definita positiva
Allora esiste I'inversa (AT A)~!
Allora
ATAx=ATb=x=(ATA)'ATb

Definizione

Nel caso in cui rango(A) = n, A matrice m X n con m > n,la matrice (AT A)"*AT viene
detta Inversa di Moore-Penrose della matrice A.

Osservazione

@ L'inversa di Moore-Penrose della matrice A é un'inversa sinistra, infatti
(ATA)'ATA=1:R" - R".
mentre A- (ATA)T*AT non si pud fare

o Nel caso in cui A éuna matrice n X n di rango n, l'inversa di Moore Penrose coincide
con I'usuale inversainfatti (ATA) AT = A"H(AT)TAT = AL,

v
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti
x| 2] -1]0] 1] 2
vi | 1/2]1/2]2]7/2]7/2

Q determinare la retta r(x) = oo+ Bx che minimizza

5

> (r(x) = yi)?

i=1

@ scrivere le equazioni normali.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti
x| 2] -1]0] 1] 2
vi | 1/2]1/2]2]7/2]7/2

Q determinare la retta r(x) = oo+ Bx che minimizza

5

> (r(x) = yi)?

i=1

@ scrivere le equazioni normali.

La retta esiste, come si € giavisto in teoria. Per quanto riguarda le equazioni
normali,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti
x| 2] -1]0] 1] 2
vi | 1/2]1/2]2]7/2]7/2

Q determinare la retta r(x) = oo+ Bx che minimizza

5

> (r(x) = yi)?

i=1

@ scrivere le equazioni normali.

La retta esiste, come si € giavisto in teoria. Per quanto riguarda le equazioni
normali,é sufficiente porre

1 X1
1 X2
A= 1 X3
1 x
1 X5
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti
x| 2] -1]0] 1] 2
vi | 1/2]1/2]2]7/2]7/2

Q determinare la retta r(x) = oo+ Bx che minimizza

5

> (r(x) = yi)?

i=1

@ scrivere le equazioni normali.

La retta esiste, come si € giavisto in teoria. Per quanto riguarda le equazioni
normali,é sufficiente porre

1 xi 1 -2
1 x 1 -1
A= 1 x3 = 1 0
1 xs 1 1
1 x5 1 2
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Y1
Y2
¥3
Ya
Y5

1/2
1/2
= 2
7/2
7/2
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2
¥ 1/2
b: y3 = 2 X = ( g )
Ya 7/2
¥5 7/2
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2
¥ 1/2
b: y3 = 2 X = ( g )
Ya 7/2
¥5 7/2

Cosi facendo, il funzionale da minimizzare risulta ||Ax — b||?
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2
¥ 1/2
b: y3 = 2 X = ( g )
Ya 7/2
¥5 7/2

Cosi facendo, il funzionale da minimizzare risulta ||Ax — b||?e di conseguenza le equazioni

normali sono
T T
A Ax=A"b

ovvero
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2
¥ 1/2
b: y3 = 2 X = ( g )
Ya 7/2
¥5 7/2

Cosi facendo, il funzionale da minimizzare risulta ||Ax — b||?e di conseguenza le equazioni
normali sono

ATAx=A"b
OVVero
1 =2 1/2
(1 1 111) 1_01 <a>:<1 1 111) 142
-2 -1 0 1 2 11 Jé] -2 -1 0 1 2 7/2
1 2 7/2

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 18 / 28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2
¥ 1/2
b: y3 = 2 X = ( g )
Ya 7/2
¥5 7/2

Cosi facendo, il funzionale da minimizzare risulta ||Ax — b||?e di conseguenza le equazioni
normali sono

ATAx=A"Tb
ovvero
1 -2 1/2
(1 1 111) 1_01 <a>:<1 1 111) 142
-2 -1 0 1 2 11 B -2 -1 0 1 2 7/2
1 2 7/2
cioe

5 0 o\ (10
0 10 8 ) 9 ’
dove la matrice a sinistra &simmetrica (in questo caso diagonale).
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Si vuole determinare il piano f(x) = f(x',x") = a+ Bx" + vx" che meglio approssima
nel senso dei minimi quadrati i punti

Xi = (Xilvxiﬂ) | (17 1) (07 3) (27 1) (0?0)
Yi = f(X,') | 3 6 5 O
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Esercizio

Si vuole determinare il piano f(x) = f(x',x") = a+ Bx" + vx" che meglio approssima
nel senso dei minimi quadrati i punti

Xi = (Xilvxiﬂ) | (171) (07 3) (271) (an)
Yi = f(X,') | 3 6 5 0

Il sistema AX = b da risolvere & (nel senso dei minimi quadrati) il seguente

11 1 3
10 3 Y | 6
1 2 1 Bl=1s
100 v 0
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio
Si vuole determinare il piano f(x) = f(x',x") = a+ Bx" + vx" che meglio approssima

nel senso dei minimi quadrati i punti

Xi = (Xilvxiﬂ) ‘ (171) (07 3) (271) (an)
Yi = f(X,') ‘ 3 6 5 O

Il sistema AX = b da risolvere & (nel senso dei minimi quadrati) il seguente

11 1 3
10 3 Y | 6
1 2 1 Bl=1s
100 v 0

La matrice A € R**3 ha rango 3, cio& massimo. (A differenza del caso di una variabile,
per avere questo non ésufficiente avere punti del piano distinti ma occorre che ce ne
siano tre non allineati).
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio
Si vuole determinare il piano f(x) = f(x',x") = a+ Bx" + vx" che meglio approssima

nel senso dei minimi quadrati i punti

x=(,x") [ (1,1) (0,3) (21) (0,0)
Yi = f(X,') ‘ 3 6 5 0

Il sistema AX = b da risolvere & (nel senso dei minimi quadrati) il seguente

11 1 3
10 3 Y | 6
12 1 Bl=1s
100 v 0

La matrice A € R**3 ha rango 3, cio& massimo. (A differenza del caso di una variabile,
per avere questo non ésufficiente avere punti del piano distinti ma occorre che ce ne
siano tre non allineati).

Le equazioni normali ATAX = A" b sono

4 3 5 o 14
3 5 3 g |=1 13
5 3 11 v 26

Si noti ancora che la matrice a sinistra &simmetrica definita_positiva.
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Le equazioni normali hanno come soluzione (unica, essendo rk(A” A) = rk(A) = 3)

Calcolo Numerico A - a.a. 200:




Le equazioni normali hanno come soluzione (unica, essendo rk(A” A) = rk(A) = 3)

« 1 —6
ﬂ = En 73 )
50\ 101
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Le equazioni normali hanno come soluzione (unica, essendo rk(A” A) = rk(A) = 3)

« 1 —6
ﬂ = A 73 )
50\ 101

quindi la soluzione édata da

f(x',x") = %(—6 +73x" +101x").
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Esercizio

nodi

x|-1 0 1 2
yi|]2 0 -3

Si determini la parabola f(x) = a+ bx + cx? che interpola ne senso dei minimi quadrati i
—5
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Esercizio

Si determini la parabola f(x) = a -+ bx + cx? che interpola ne senso dei minimi quadrati i

nodi
x|-10 1 2
yil|2 0 -3 -5

Si tratta di risolvere nel senso dei minimi quadrati il sistema lineare:

1 -1 1 R 2
1 00 O I
1 11 c - -3
1 2 4 5
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Esercizio

Dati i punti

x,-| =2

| -1 |0

Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

| 1] 2
vi | /2|12 2 7/2| 7/2
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti
x| -2 |-1]0| 1| 2
vi|1/211/2] 2| 7/2]|7/2

@ determinare la parabola p(x) = a + Bx + x> che minimizza

O Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009

22 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti
x| -2 |-1]0| 1| 2
vi|1/211/2] 2| 7/2]|7/2

@ determinare la parabola p(x) = a + Bx + x> che minimizza

5

> (p(x) = yi)®

i=1
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O Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009

22 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti

0
vi | /2|12 2 7/2| 7/2

@ determinare la parabola p(x) = a + Bx + x> che minimizza

5

> (p(x) = yi)®

i=1

@ scrivere le equazioni normali.

La parabola esiste, come si & gia visto.
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti

0
vi | /2|12 2 7/2| 7/2

@ determinare la parabola p(x) = a + Bx + x> che minimizza

5

> (p(x) = yi)®

i=1

@ scrivere le equazioni normali.

W
La parabola esiste, come si € gia visto.Per quanto riguarda le equazioni normali,
e sufficiente porre
A =
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio
Dati i punti

0
vi | /2|12 2 7/2| 7/2

@ determinare la parabola p(x) = a + Bx + x> che minimizza

5

> (p(x) = yi)®

i=1

@ scrivere le equazioni normali.

.
La parabola esiste, come si € gia visto.Per quanto riguarda le equazioni normali,
e sufficiente porre
1 xq X12
1 x x22
A= 1 x3 X2
1 x4 xf
1 x5 x2
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti
x| -2 |-1]0| 1| 2
vi|1/211/2] 2| 7/2]|7/2

@ determinare la parabola p(x) = a + Bx + x> che minimizza

5

> (p(x) = yi)®

i=1

@ scrivere le equazioni normali.

.
La parabola esiste, come si € gia visto.Per quanto riguarda le equazioni normali,
e sufficiente porre
1 x X 1 -2 4
1 x X% 1 -1 1
A=]1 x3 xX | =1 0 o0
1 x4 X2 1 1 1
1 x5 x2 1 2 4
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2
¥2 1/2
b= v3 = 2
Y4 7/2
Y5 7/2
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2

y2 1/2 e
b= v3 = 2 X = 16

ya 7/2 v

¥s 7/2

Cosi facendo, il funzionale da minimizzare risulta ||Ax — b]|?
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2

y2 1/2 e
b= v3 = 2 X = 16
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¥s 7/2

Cosi facendo, il funzionale da minimizzare risulta ||Ax — b||%e di conseguenza le equazioni
normali sono
T T
AAx=Ab
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2

y2 1/2 e
b= v3 = 2 X = 16

Ya 7/2 v

¥s 7/2

Cosi facendo, il funzionale da minimizzare risulta ||Ax — b||%e di conseguenza le equazioni
normali sono

ATAx =ATb
OVVEro
1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2
4 1 0 1 4
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OVVEro
1 -2 4
1 1 1 1 1 1 -1 1 a 1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 1 0 0 8 l=1 -2 -1 01 2
4 1 0 1 4 1 1 1 v 4 1 0 1 4
1 2 4

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 23 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

n 1/2

y2 1/2 e
b= v3 = 2 X = 16

Ya 7/2 v

¥s 7/2

Cosi facendo, il funzionale da minimizzare risulta ||Ax — b||%e di conseguenza le equazioni
normali sono

ATAx =ATb
OVVEro
1 -2 4 1/
1 1 1 1 1 1 -1 1 a 1 1 1 1 1 1/
-2 -1 0 1 2 1 0 0 8 l=1 -2 -1 01 2 2
4 1 0 1 4 1 1 1 v 4 1 0 1 4 7/
1 2 4 7/

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi 4 maggio 2009 23 /28



Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Esercizio
Determinare

@ la soluzione xo nel senso dei minimi quadrati
@ la norma del resto ||Axo — b||

per il sistema sovradeterminato Ax = b dove

0 1 -1
A= 1 -1 b= 2
2 1 0
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Determinare
@ la soluzione xo nel senso dei minimi quadrati
@ la norma del resto ||Axo — b||

per il sistema sovradeterminato Ax = b dove

0 1 -1
A= 1 -1 b= 2
2 1 0

Suggerimento:

@ La matrice A ha rango 2,
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Determinare
@ la soluzione xo nel senso dei minimi quadrati
@ la norma del resto ||Axo — b||

per il sistema sovradeterminato Ax = b dove

0 1 -1
A= 1 -1 b= 2
2 1 0

Suggerimento:
@ La matrice A ha rango 2,

@ Scrivete la matrice trasposta A7 (anch'essa di rango 2)
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Determinare
@ la soluzione xo nel senso dei minimi quadrati
@ la norma del resto ||Axo — b||

per il sistema sovradeterminato Ax = b dove

0 1 -1
A= 1 -1 b= 2
2 1 0

Suggerimento:
@ La matrice A ha rango 2,
@ Scrivete la matrice trasposta A" (anch’essa di rango 2)

@ si cerchi la soluzione delle equazioni normali

ATAx=A"Tb
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
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Determinare
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T T
AAx=Ab
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Determinare
@ la soluzione xo nel senso dei minimi quadrati
@ la norma del resto ||Axo — b||

per il sistema sovradeterminato Ax = b dove

0 1 -1
A= 1 -1 b= 2
2 1 0

Suggerimento:
@ La matrice A ha rango 2,
@ Scrivete la matrice trasposta A’ (anch’essa di rango 2)

@ si cerchi la soluzione delle equazioni normali
T T
AAx=Ab

osservando che AT A &una matrice quadrata di rango 2,dunque il sistema & risolubile.

@ Una volta calcolata la soluzione delle equazioni normali, si calcoli la norma del
residuo
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Determinare
@ /a soluzione xp nel senso dei minimi quadrati
o [a norma del resto ||Axo — b||

per il sistema sovradeterminato Ax = b dove

-2 0 -1 1
0 1 8 0
A= -1 0 1 b= 2
0 -1 0 0
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Determinare
@ /a soluzione xp nel senso dei minimi quadrati
o [a norma del resto ||Axo — b||

per il sistema sovradeterminato Ax = b dove

0 1 6 1
2 -1 0 0
A=l 2 o 3 b= -
4 20 0
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Determinare
@ /a soluzione xp nel senso dei minimi quadrati
o [a norma del resto ||Axo — b||

per il sistema sovradeterminato Ax = b dove

1 0 -1

2 -3 -2

A= 0 1 b= -1
-1 -2 2
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Approssimazione nel senso dei minimi quadrati

Esercizio

Dati i punti

x| 11|

-1 1
v o2

2|3
4]0

@ determinare il polinomio interpolatore

@ determinare la retta di regressione, scrivendo le equazioni normali
@ determinare la parabola p(x) = a + Bx + x> che minimizza

5

> (p(x) — yi)’

i=1

scrivendo le equazioni normali.
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