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Formula di Newton per il polinomio interpolatore: differenze divise
Data una funzione f, sia MN,f(x) il polinomio di grado al pili n che interpola gli n+1
punti {(x;,yi) : i =0,1,...,n} sul grafico di f, quindi y; :== f(x;) = M,f(x;).
Vogliamo calcolare MM,f(x) a partire da M,—17(x) (quindi considerando aggiungendo un
punto di interpolazione) ponendo:
N,f(x) = Moot (x) + Qn(x). (1.1)
Si osservi che:
@ @, eun polinomio di grado al piu n,
] Q,,(X,‘) = I'I,,f(x,-) — I'I,,_lf(x,-) =VYi—Yyi= 0, | = 0, ey N — 1,
quindi:
Qn(x) = an(x — x0)(x — x1)...(X — Xn—1) = an wn(x), (1.2)

n—1
dove wy(x) := [] (x — x;) &il polinomio nodale di grado n.
i=0

Definizione
Il coefficiente a, viene detto n-esima differenza divisa di Newton. Si ha:

f(xn) — Mp—1f(xn)

an = f[xo, ..., Xn] == on(%)

. (1.3)

Abbiamo quindi:
Maf(x) = Ma_1f(x) + f[x0, ..., Xn] wn(X). (1.4)
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Osservazione

Data f € C""([a, b]) e considerati x; € [a, b], i =0, ..., n, comunque si prenda x # x;,
esiste £ € [a, b] tale che
AR

X0y -eey Xn, X] = r 1)

Questo segue immediatamente da (1.3) e (?7).
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Ponendo wo =1 e yo = f(x0) = f[xo] , dalla (1.4) si ottiene per ricorsione su n il seguente

Teorema
Dati n+ 1 nodi d'interpolazione xo, ..., x» € [a, b] e f : [a,b] — R, vale la relazione

n

Maf(x) = Y flxo,..., xiJwk(x)

k=0
fxo] + f[x0, x1](x — Xx0) + f[x0, X1, X2](x — x0)(x — x1) + - - -

+F[x0, X1 -y Xn] (X — X0)--- (X — Xn—1).

Questa édetta formula (delle differenze divise) di Newton per il polinomio interpolatore.

Osservazione

Abbiamo dunque che il polinomio MN,f(x) € P, si scrive come combinazione lineare dei
polinomi nodali wg, w1, ...,wn, che écome dire che essi sono generatori dello spazio P,.
Siccome questo spazio ha dimensione n + 1, essi costituiscono una base di questo spazio.
Indichiamo tale base ordinata con

Q = (wo, w1, - . ,Wn—1)- (1.5)

4
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Costruzione del polinomio interpolatore

(Costruzione del polinomio interpolatore)
j-1

Poniamo yy = f[xo], wo = 1, wj(x) = [[(x — xx) perj=1,....,n e si ha
k=0

Mof(x) = f[xo] = f[xo]wo(x)

Mif(x) = Mof(x)+ flxo,x1](x — x0)
= f[xo]wo(x) + f[x0, x1]w1(x)

Maf(x) = Mif(x)+ fxo, x1, x2](x — x0)(x — x1)
= f[xo]wo(x) + f[x0, x1]w1(x) + f[x0, x1, X2]w2(x)

Maf(x) = g flxo,xa, s X]wi(x),

che éla forma di Newton del polinomio interpolatore.
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Osservazione
Da (1.3) o dalla formula di Newton segue che:

o e differenze divise non dipendono dall'ordine dei punti, cioésono invarianti rispetto
ad una permutazione degli indici dei nodi (funzione simmetrica).

o [e differenze divise dipendono linearmente dai valori yo = f(x0), ..., Yn = f(xa),
cioé, se f = ag + Bh per a, 3 € R, allora

fxo, ..., Xa] = ag[xo, ..., xn] + Bh[x0, ..., Xn].
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Costruzione delle differenze divise

Teorema

Siano:
@ Mo1,....n—1f(x) il polinomio interpolatore di f nei nodi xo, X1, ..., Xn—1,
@ My, nf(x) il polinomio interpolatore di f nei nodi xi, ..., Xn.

Allora:

1 My, nf(x) Mou,....n—1f(x)
WD = det( x=x)  (x=x) )

My, nf(x)(x —x0) — Mo,1,....n—1f(x) (x — Xn).

Xn — Xo

Infatti chiamiamo P(x) la differenza fra il membro di destra (uno dei due...) e quello di
sinistra. Si ha

@ P(x) &un polinomio di grado al piu n;

@ P(x0) = P(xn) =0;

@ P(x;) =M1, . n(xi)=Moys,. n-1(x;) =0quando i =1,....,n— 1.
Dunque P(x) &un polinomio di grado al piti n che si annulla in n+ 1 punti, quindi &nullo
e la formula & provata. O
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Costruzione delle differenze divise

Osservazione
Abbiamo:

Maf(x) = f[xo, ..., XnJwn(x) + (termini di grado < n),
My, nf(x)(x — x0)
Mo1,....n—1f(X)(X — Xn)

fxt, ..., XnJwn(x) + (termini di grado < n),

X0, ..., Xn—1]wn(x) + (termini di grado < n),
e dunque

My, nf(X)(x —x0) = Mo1,....n—1F (Xx)(X — Xn) _ FX1y ey Xa] = F[X0y ooy Xn—1]

Xn — X0 Xn — X0

ove con R(x) abbiamo indicato i termini di grado minore di n.
Confrontando i coefficienti di x" nella formula data nel teorema sopra, si ottiene la
relazione

] = (B8] = ]

wn(x)+R(x),
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Come calcolare le differenze divise

Xo Yo = f[Xo]
x1 y1=fpa]l flxo, xi]
X2 Y2 = f[Xz] f[Xl, X2] f_[X()7 X1, Xz]

x3  y3=f[xs] flx,xs] f[x1,x,x3] f[xo,x1,x2,x3]

.
dove:
flx0, x1] = 7’{[211]:;5)(0] ,
fla, ] = Pzl flg ) = el o]
f[X27 X3] = f[ng] :QXZ] ) f[Xla X2, X3] = F[XZ’X)?J :;EXI’XZ] ) f[Xo, X1, X2, X3] = f[XI’XZ’Xj;:i([)XO’leXZ] )

Per calcolare ciascun elemento sono necessarie 2 sottrazioni ed 1 divisione, quindi
per n+ 1 nodi servono n? sottrazioni ed n?/2 divisioni, a meno di termini di ordine
inferiore.
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Abbiamo gia assorvato che le differenze divise dipendono linearmente da
(Yo, -+, yn)" = (F(x0),..., F(xa))" = (fxa], ..., f[X0, ..., Xa]) T, cio& I'applicazione

R™ S Y = (o,..,vm)” 0= (fbal,..., flo, ... xa]) € R™

élineare. Quest'applicazione & chiarmente invertibile e sia L la matrice associata alla sua
inversa. Questo significa che:

zn:Y ovvero n:i‘lv.

La matrice L ela seguente:

1 0 0 0
z L 1 X1 — Xo 0 0
T 1 X2 — Xo (X2 —X1)(X2 —Xo) 0

1 X3 — Xo (X3 — X1)(X3 — Xo) (X3 — X2)(X3 — X1)(X3 — Xo)

Che legame c'etra L e la matrice A di Vandermonde?
Possiamo scrivere A = LU con U triangolare superiore con diagonale unitaria?
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Esercizio

Si provi prima che:

n

whala) = T (=)

j=0.j#i
Quindi, usando la forma di Lagrange del polinomio interpolatore, si mostri che:

n

Mof(x) = (“#(X)f(x,-).

2 (x = xi ) ()

Esercizio

Confrontando la forma di Newton del polinomio interpolatore con quella data ell’esercizio

precedente, si provi che:
n

X0y ey Xn] = Z )

= Wi (%)

Esercizio

Se f = gh éil prodotto di due funzioni g e h, allora vale la formula (detta di Leibniz)

flxoy ..., %] = Zg[xo,...,)g]h[)g,...,x,,].
=1

)
(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09 Lunedi, 27/04,/2009 11 /26



Un problema operativo

Problema

Quanto costa, in termini di operazioni, calcolare il polinomio
p(x) = a0 + aix + ax® 4 -+ + apx" in un punto X7

Non edifficile calcolarlo, in quanto:
@ per calcolare ag, 0 operazioni

per calcolare a; %, 1 moltiplicazione
per calcolare a,%%, 2 moltiplicazioni

n

per calcolare a,X", n moltiplicazioni

Dunque in questo sono necessarie
n somme

0+1+...+n:M

5 moltiplicazioni

Naturalmente, se si suppone che una volta calcolato X' si tenga il risultato in memoria,
allora per calcolare £*! basta una sola operazione e quindi sono necessarie

n somme
0+14+2+4+2..42=2n—1 moltiplicazioni
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Un problema operativo

Ma si puo anche risparmiare ulteriormente: se si scrive il polinomio nel modo seguente
p(x) = ((---(((anx + an—1)x + an—2)x + an—3)x + ...)x + a1)x + ao,

vediamo che sono richieste
n somme

n  moltiplicazioni

e quindi abbiamo ridotto in modo consistente il lavoro necessario alla valutazione del
polinomio.
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Condizioni sulle derivate di ordine superiore: polinomio di Hermite

Sia assegnata f : [a, b] — R derivabile quanto basta, e supponiamo assegnati n+ 1 nodi
x; € [a, b] distinti. Il problema che abbiamo risolto sino ad ora ¢il seguente

Problema (1)

Determinare il polinomio di grado minimo che in corrispondenza a x; assume il valore

f(xi), ovvero
X0

X1

Xn

f(xo)

f(x1)

f(xa)

Il Problema (1) ha soluzione unica, come s'évisto in precedenza, e il polinomio soluzione
sta in P, ovvero ha grado al pitn (ho n+ 1 condizioni e quindi devo avere n+ 1

parametri liberi).
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Problema (2)

Determinare il polinomio di grado minimo che in corrispondenza a x; assume il valore

f(xi), ed inoltre la sua derivata assume il valore f'(x;) ovvero

7o) [ 70u) [ [ 70)
o) T F0a) || F )

v

Il problema (2) ha soluzione unica, detto polinomio osculatore di Hermite, ed il polinomio
soluzione sta in Pa,41, ovvero ha grado al pii2n+ 1 (ho 2n + 2 condizioni e quindi devo

avere 2n + 2 parametri liberi).
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Problema (3)

Determinare il polinomio di grado minimo che in corrispondenza a x; assume il valore
f(x:), la sua derivata assume il valore f'(x;) e la sua derivata seconda assume il valore

f"'(x;) ovvero

X0 X1

Xn

flxo) | f(x)

f(xn)

f'(x0) | f'(x)

F'(xa)

f”(Xo) f”(Xl)

f”(Xn)

v

Il problema (3) ha soluzione unica ed il polinomio soluzione sta in P3,42, ovvero ha grado
al pitt 3n + 2 (ho 3n + 3 condizioni e quindi devo avere 3n + 3 parametri liberi).

(0]
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In generale

Problema (4)

Dati n+ 1 punti xo, x1, . . ., Xa, determinare il polinomio p(x) di grado minimo che in
corrispondenza a ogni x; valga

pO0a) =), j=1,....m;.

Il problema (4) ha soluzione unica ed il polinomio soluzione sta in Py_1, ovvero ha grado
al pit N —1, dove N =37 m; (ho N condizioni e quindi devo avere N parametri liberi).
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ATTENZIONE
Problema (5)

Determinare il polinomio di grado minimo che in corrispondenza a x;, i = 0,1,2 soddisfa

X0

X1

X2

f(xo)

f(x)

f'(x1)

In questo caso si ha a che fare con 3 vincoli, e dunque il polinomio incognito ha grado al
pit1 2 (servono 3 parametri liberi). In questo caso non édetto che la soluzione esista e sia
unica, come mostrano gli esempi seguenti.
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Esempio
-1 0 1

f(-1)=0 f(1)=0

F(0)=0

Si ha come soluzione il polinomio nullo, ma anche p(x) = x*> — 1 e in generale
p(x) = c(x* — 1) con c € R.

Esempio
-1 0 1

f(-1)=0 f(1)=0

f'(0)=1

Non si hanno come soluzione polinomi di secondo grado (chiaramente si hanno polinomi
di terzo grado che soddisfano le condizioni richieste e di questi ce ne sono infiniti).
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Esercizio
Determinare I'equazione del polinomio che soddisfa le seguenti condizioni:

xi|-1]0]1]2
yil]o]2]-2]0

Esercizio
Determinare I'equazione del polinomio che soddisfa le seguenti condizioni:

xi|-1]0]1]2
vilo]2]-2]o0

Esercizio
Determinare I'equazione del polinomio che soddisfa le seguenti condizioni:

xi|-2|-1]0]2
vilo|2]o0]8
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Esercizio

Calcolare il polinomio che interpola la funzione f(x) = x* — 3 nei nodi xo = —2, x1 = —1,
X2 = 0e X3 = 1.

Esercizio

Calcolare il polinomio che interpola la funzione f(x) = x* — 3 nei nodi xo = —2, x1 = —1,
X2:0, X3:16X4:2.

Esercizio
Determinare I'equazione del polinomio che soddisfa le seguenti condizioni:

xi|o|1]2]3] 4
yi|0[1[3]6]10

Esercizio

Determinare I'equazione del polinomio che soddisfa le seguenti condizioni:

| 0]
0

5 |2 3] 4
yi| 0]

51425

1
1
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Esercizio

Dati i nodi xo =0, x1 = /2, xo =7 e x3 = 37/2 e la funzione f(x) = sin x,

calcolate il polinomio Nsf(x) che interpola f(x) nei nodi x;.
calcolare f(m/3) — N3f(mw/3)
calcolate ||f — M3f||oo = Maxceo,3x /2] |f(x) — Maf(x)]

scegliendo 3 punti opportunamente tra quelli sopra introdotti, si calcoli M>f(x) in
modo che |f (57 /4) — N2f (57 /4)| sia il minimo possibile.

Esercizio

Dati i nodi xo =0, x1 = 7/2, xp = m e x3 = 37/2 e la funzione f(x) = cosx,

calcolate il polinomio MN3f(x) che interpola f(x) nei nodi x;.
calcolate f(2m/3) — MNsf (27 /3)
calcolate ||f — Msf||co = Maxyejo,3x/2) |[F(x) — Maf(x)]

scegliendo 2 punti opportunamente tra quelli sopra introdotti, si calcoli MN1f(x) in
modo che |f(3w/4) — N1f(37/4)| sia il minimo possibile. In corrispondenza a quale
coppia di punti si ha lo scarto massimo?
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Esercizio

Dati i nodi xo = —1, x1 = 0, xo = 1, x3 = 2, determinate p(xo), p(x1) e p(x3) dove p(x)
e il polinomio interpolatore che soddisfa le seguenti condizioni

plxe] = =19, p[x1,x] = —19, p[xo,x1,x] =0 e p[xo, x1, %2, x3] =1

Risposta: p(x) = x> — 20x

Esercizio

Dati i nodi xo = =2, x1 = —1, x2 =0, x3 = 1 e x4 = 2 determinate p(x0), p(x2), p(x3) e
p(xa) dove p(x) eil polinomio interpolatore che soddisfa le seguenti condizioni

p[Xl] = 67 p[X27X3] = 07 p[X17X27X3] = _17 p[X07X17X21X3] =-2e

plxi, x2, X3, xa] = 2

Risposta: p(x) = x* — 2x* + x
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Complementi

Teorema

Sia f € C"([a, b]), e si consideri la funzione

1

t th—1
gn(Xo,Xl, ...,X,,) = / dt dt>... / f(n)((Xn = X,,_1)t,, + ...+ (X1 = Xo)t1 =+ Xo) dt,
0 0 0

Allora per ogni (xo, ..., xn)tale che x; # x; per i # j si ha
8n(X0, X1, ey Xn) = F[X0, X1, .., Xn]

La funzione ga(xo, X1, ..., Xn), che &continua su tutto [a, b]"*", &definita anche nel caso in
cui gli x; non sono tutti distinti (& /’estensione continua della differenza divisa).

La dimostrazione & per induzione su n. Vediamo la base n = 1.

1
X1 — Xo

1 X1
gl(Xo,Xl) = / f’((Xl — Xo)tl + Xo) dt; = / f/(S) ds = f[Xo,Xl]
0 X0

Si efatta la sostituzione s = (x1 — xo)t1 + xo. Si procede poi supponendo valga per n ...
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Complementi

Osservazione

Dal teorema precedente segue ad esempio, che

(3
o g(x, x,x) /dtl/ dtz/f(3)(x)dt3—f (x)/ dtl/ dtz/ dt; = f

@ X0,y Xmy X, X, X] =

di [X0, --ey Xm, X, X] = 6ddzf[xo,...,xm,x]

Wl =

Teorema

(i) Se f € C"*([a, b]), allora esiste £ = £(x) € (a, b) t.c.
()
(n+1)!
(i) Se f € C™2([a, b]), allora esiste 1 = 1(x) € (a, b) t.c.

f[x0, ey Xn, X] =

£2) ()
o B0 0] = 0 0, X] = it
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