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Modalita' d'esame

L'esame consiste di una prova scritta, in cui il candidato deve ottenere una votazione
maggiore o uguale a 18/30.

Il candidato che ottiene una votazione maggiore o uguale a 18/30 nella prova scritta, puo

verbalizzare il voto.
L’esame orale é a discrezione del docente.
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Testi Consigliati

Da comunicare.

Note
Per eventuali richieste, utilizzare gli indirizzi di posta elettronica
@ Marino Belloni : marino.belloni@unipr.it
o Costantino Medori : costantino.medori@unipr.it
@ Luca Consolini : luca.consolini@polirone.mn.it
Gli studenti sono invitati a
@ utilizzare il loro indirizzo nome.cognome@studenti.unipr.it

@ non abusare del servizio, ovvero contattare quando necessario.
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Prerequisiti
@ Successioni numeriche.
o Studio del grafico di una funzione.
o Formula di Taylor con resto di Lagrange.
o Integrali definiti.
o Matrici (rango, operazioni elementari di riga, triangolarizzazione, diagonalizzazione)

o Sistemi lineari (teorema di Rouché-Capelli, teorema di Cramer).
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Esempio (Algoritmo di Erone)

Sia « > 0 un fissato numero reale. Si consideri la successione

Allora
(i) vVa < xng1 < xn per ognin € N;
(i) lim x, = v/a;
n— o0
(i) posto ey := xp — \/x, si ha epy1 = % < % per ogni n € N;

on+l

(iv) ent1 < 2/ (23"5) per ogni n € N;
v)

lim ————— =
n—oo (Xn — \/a)P ﬁ sep=2

x,,+1—\/&_{0 sep<2
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Soluzione (i)
Si prova per induzione. Proviamo che
@ x1 < Xp

infatti x; = xo + 2X0 < Xo sse 5 < xo sse a < X3;
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Soluzione (i)
Si prova per induzione. Proviamo che
@ x1 < Xp
infatti x; = xo + 2X0 < X sse 5 < xo sse a < X3;
° Ja<x
infatti \/ao < x1 sse \/a < 3x0 + 5% sse 2x0\/a < x§ + a sse (xo — /@)’ > 0
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Soluzione (i)
Si prova per induzione. Proviamo che
@ x1 < Xo
infatti x; = xo + 2X0 < Xo sse 5 < xo sse a < X3;
o \/& < X1
infatti \/ao < x1 sse \/a < 3x0 + 5% sse 2x0\/a < x§ + a sse (xo — /@)’ > 0
Facciamo ora l'ipotesi induttiva
) \/& < Xp < Xp—1
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Soluzione (i)
Si prova per induzione. Proviamo che
@ x1 < Xo
infatti x; = xo + 2X0 < Xo sse 5 < xo sse a < X3;
o \/& < X1
infatti \/ao < x1 sse \/a < 3x0 + 5% sse 2x0\/a < x§ + a sse (xo — /@)’ > 0
Facciamo ora l'ipotesi induttiva
) \/E < Xp < Xp—1

Proviamo che

@ Xnr1 < Xp

infatti xo11 = 3%n + e < Xp SS€ 5 < 1xn sse o < X7

induttiva;

che é vera perché vale I'ipotesi
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Soluzione (i)
Si prova per induzione. Proviamo che
@ x1 < Xp
infatti x; = xo + 2X0 < Xo sse 5 < xo sse a < X3;
o Va<x
infatti \/ao < x1 sse \/a < 3x0 + 5% sse 2x0\/a < x§ + a sse (xo — /@)’ > 0
Facciamo ora l'ipotesi induttiva
(4] \/a < Xp < Xp—1

Proviamo che

@ Xnr1 < Xp

infatti xp,11 = %x,, + 2‘;‘ < Xp ss€ 5~ < x,, sse o < x2 che & vera perché vale I'ipotesi
induttiva;
° \/a < Xn+1

infatti \/a < xni1 $5€ /@ < 35X, + 5= sse 2xp/a < x; + a sse (x, — v/a)? > 0 che &
vera perché vale I'ipotesi induttiva.
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Soluzione (i)

Per quanto provato in (i), la successione x, é monotona decrescente e limitata

inferiormente da +/a, quindi converge ad un limite .
Inoltre questo limite deve soddisfare

C= lim xp = lim = (x+ & —1(/+9)
_n—>oo n+1_n—>oo2 " Xn _2 €

ovvero

2 =a.

(0] Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09

02 marzo 2009

7/19




Soluzione (iii)
g1 = xi—+a
20 + 5 — @ i
= i (xg +o— 2x0\/a) ;2)
g2 = x—+a
%Xl + ﬁ —Va
— A (dta-2ava) -4
X1 — V/a
X+ 5 —Va
= i(x,f—i—a—an\/a) 2257,1

La seconda stima - col minore stretto - segue immediatamente dal fatto che x, > /.

En+1

SEN]
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Soluzione (iv)

Segue da (iii),osservando che

come pure
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Soluzione (v)

Si osserva che

1 1
(x,,+1—\/a) = <§Xn+2ixn —\/&> = (X,,—\/a)2
e quindi

L Xl — Vo (0 — V@) 1 _ Ja)Rr
M, G — V) n'l,";ozxn(n Ja)? 2\/an"lgo(" va)

da cui segue la tesi.

Vale la pena di osservare quanto converge rapidamente questa successione.

Note
Preso o =3 e xo = 2 > /3, si ha che

24 5 \/§ o
= —\6<2\/§<E—°> :2\6( — ) <23 <4107
g =24 2v3 2v/3 1016

ovvero dopo 4 iterazioni
€4 <4-1077°
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Esempio
Sia a > 0 un fissato numero reale e p > 1. Si consideri la successione

_ p—1 o, —p+1
Xnt+1 = pTXn + 2% P

Xo > al/"

(i) a'’P < xp41 < xn per ogni n € N;
(i) lim x, = a*/P;
n— oo

(iii) etc
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Esempio

Sia a > 0 un fissato numero reale e p > 1. Si consideri la successione

_ p—1 o, —p+1
Xnt+1 = pTXn + 2% P

Xo > al/"

(i) a'’P < xp41 < xn per ogni n € N;
(i) lim x, = a*/P;
n— oo

(iii) etc

Osservazione

Quando p = 2, questa successione altro non é che I'algoritmo di Erone.
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Esempio
Sia a > 0 un fissato numero reale e p > 1. Si consideri la successione

_ p—1 o, —p+1
Xnt+1 = pTXn + 2% P

Xo > al/"

(i) a'’P < xp41 < xn per ogni n € N;
i) lim x, = a'/?;
(if)

n—oo

(iii) etc

Osservazione
Quando p = 2, questa successione altro non é che I'algoritmo di Erone.

Osservazione

Il parametro p non & necessario sia un intero!
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Soluzione

Si procede come nell’esercizio precedente. Ad esempio

=1

Xn+1 = Xn + < Xp

—1
Xl

equivale a
(p—1)x +a < p<d

ovvero equivale a
a < xF.

Nel provare il punto (v), risulta necessaria I'identita
(xF —a) = (xn — ozl/”)(x,’,’_1 +xP2MP 4 oz(”_l)/p)
Inoltre, se x, > o/ allora

pxE7t > (x2t +xPT2MP Lt a(pfl)/p).
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Spazi vettoriali normati

Definizione
Sia dato uno spazio vettoriale X. Una applicazione || - || : X — R é detta norma se
soddisfa le seguenti proprieta

(i) Vx € X, ||x|| > 0;
|[x|]| = O se, e soltanto se, x = 0.

(i) NIAx]l = |AllIxl, Vx € X e YA € R (omogeneita).
(iii) [|x + y|l < lIx]| + llyll Vx,y € X (disuguaglianza triangolare).
Lo spazio (X, || - ||) viene detto spazio normato
v
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Spazi vettoriali normati

Definizione
Sia dato uno spazio vettoriale X. Una applicazione || - || : X — R é detta norma se
soddisfa le seguenti proprieta
(i) Vx € X, ||x|| > 0;
||| = O se, e soltanto se, x = 0.

(i) [[Ax|l = |Alllx]], Vx € X e VA € R (omogeneita).

(i) [|x + y|l < x|l + llyll Vx,y € X (disuguaglianza triangolare).
Lo spazio (X, || - ||) viene detto spazio normato

Esempio

(i) Preso X =R e ||x|| := |x

, questa € una norma.
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Spazi vettoriali normati

Definizione
Sia dato uno spazio vettoriale X. Una applicazione || - || : X — R é detta norma se
soddisfa le seguenti proprieta
(i) Vx € X, ||x|| > 0;
||| = O se, e soltanto se, x = 0.

(i) [[Ax|l = |Alllx]], Vx € X e VA € R (omogeneita).

(i) [|x + y|l < x|l + llyll Vx,y € X (disuguaglianza triangolare).
Lo spazio (X, || - ||) viene detto spazio normato

Esempio

(i) Preso X =R e ||x|| := |x

(i) Preso X =R" e ||x||1 := Y_I_, |xi| questa & una norma.

, questa € una norma.
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Spazi vettoriali normati

Definizione

Sia dato uno spazio vettoriale X. Una applicazione || - || : X — R é detta norma se
soddisfa le seguenti proprieta
(i) Vx € X, ||x|| > 0;
||| = O se, e soltanto se, x = 0.
(i) NIAx]l = |AllIxl, Vx € X e YA € R (omogeneita).
(iii) |Ix + vl < lIxIl + llyll ¥x,y € X (disuguaglianza triangolare).
Lo spazio (X, || - ||) viene detto spazio normato

Esempio
(i) Preso X =R e ||x|| := |x

(i) Preso X =R" e ||x||1 := Y_I_, |xi| questa & una norma.

, questa € una norma.

(iii) Preso X =R" e ||x]l2 := (37, \x,-|2)1/2 questa & una norma (la norma euclidea).
Per dimostrare la disuguaglianza triangolare va utilizzata la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz |(x - y)| = | 327 xiyil < [Ix[Plly[I*.

v
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Spazi vettoriali normati

Definizione

Sia dato uno spazio vettoriale X. Una applicazione || - || : X — R é detta norma se
soddisfa le seguenti proprieta
(i) Vx € X, ||x|| > 0;
||| = O se, e soltanto se, x = 0.
(i) NIAx]l = |AllIxl, Vx € X e YA € R (omogeneita).
(iii) |Ix + vl < lIxIl + llyll ¥x,y € X (disuguaglianza triangolare).

Lo spazio (X, || - ||) viene detto spazio normato

Esempio
(i) Preso X =R e ||x|| := |x

(i) Preso X =R" e ||x||1 := Y_I_, |xi| questa & una norma.

, questa € una norma.

(iii) Preso X =R" e ||x]l2 := (37, \x,-|2)1/2 questa & una norma (la norma euclidea).
Per dimostrare la disuguaglianza triangolare va utilizzata la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz |(x - y)| = | 327 xiyil < [Ix[Plly[I*.

(iv) Preso X =R" e ||x||oo := max |x;| questa & una norma.
1<i<n

4
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Spazi vettoriali normati
Teorema (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)
Per ogni x,y € R",

1O )l = 1270 xiyil < [Ixllallyll2
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Spazi vettoriali normati

Teorema (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)

Per ognix,y €R", |(x-y)| =21, xiyil < lIxll2llyll2- J
Osserviamo che ||x||2 = v/(x - x) = \/>_1_; x?. Si che, per ogni A € R

0< (x=Ay) - (x = Ay) = (x-x) = 2A(x - y) + N(y - y)
La disequazione di secondo grado deve esser soddisfatta per ogni A, per cui

G-y = (- x)(y - ¥) <0

I - P < Vx-x)V(y - y) = lixlzllyllz

Oovvero
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Spazi vettoriali normati

Teorema (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)
Per ognix,y €R", |(x-y)| =21, xiyil < lIxll2llyll2- J

Osserviamo che ||x||2 = v/(x - x) = \/>_1_; x?. Si che, per ogni A € R
0< (x=Ay) - (x = Ay) = (x-x) = 2A(x - y) + A(v - y)
La disequazione di secondo grado deve esser soddisfatta per ogni A, per cui
G- Y)P = (x-x)(y - y) <0

I - P < Vx-x)V(y - y) = lixlzllyllz

Oovvero

Osservazione

Per provare la disuguaglianza triangolare nel caso della norma euclidea || - ||2

Ix+ylE=(x+y)-(x+y) = (-x)+(-y)+2x-y)
IX[1Z + Iy l13 + 2(x - ¥)
[IX[13 + lly 13 + 2lIx[l2lly 2
(lIxll2 + Ilyll2)*.
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Spazi vettoriali normati

Osservazione

Nello spazio R?, definiamo
Bi(R) =
B:(R) =

B (R) =

{Goy) oyl = x|+ Iyl < R}
{C6y) 2 10yl = VX +[yl? < R}

{(6y) = 06 Y)lloe = max{|x|, [y[} < R}

Calcolo Numerico A - a.a. 2008/09
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Spazi vettoriali normati
Osservazione

Le tre norme introdotte in precedenza possono essere confrontate tra loro:
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Spazi vettoriali normati

Osservazione

Le tre norme introdotte in precedenza possono essere confrontate tra loro:

Teorema (Equivalenza tra norme in R")

Sia x € R". Valgono le seguenti disuguaglianze

L1
(i) WIIXHl
(ii) lixlloo < lixll2 < v/nllxllo

(i) fixlloo < flIxls < nlix]loc

< ixll2 < lixfly

v
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Spazi vettoriali normati

Osservazione

Le tre norme introdotte in precedenza possono essere confrontate tra loro:

Teorema (Equivalenza tra norme in R")

Sia x € R". Valgono le seguenti disuguaglianze

< ixll2 < lixfly

() = Il
(i) IIxllso < llIxll2 < V/nlix]loo
(iii) lixlloo < lIxllx < nlix[loo
ovvero valgono le seguenti inclusioni
(i) {xeR": |x|1 <1} C{xeR"
(i) {xeR": ||x]2 <1} C{xeR"
(i) {xeR": ||x|l. <1} C{xeR"

Xl <1} S {x e R - [Ix[ls < v/n}
S ixllee <1} S {x €R" : |ix|l2 < v/n}
S ixlloe <1} S {x € R" - |Ix||l < n}

v
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Spazi vettoriali normati
Dimostriamo la (i) nel caso n = 2. La seguente disuguaglianza

10 )IE = X"+ y* < X+ y* +20xlly| = (X + |y)* = I )

& vera, e quindi si & provato che [|(x, y)|l2 < |[(x, y)]1-
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Spazi vettoriali normati
Dimostriamo la (i) nel caso n = 2. La seguente disuguaglianza

10 )IE = X"+ y* < X+ y* +20xlly| = (X + |y)* = I )

& vera, e quindi si & provato che ||(x,y)|l2 < [|(x, y)]l1.
Analogamente si ha che

10T = (x| + Iy1)* = x* +y? + 2Ix]ly] < 20 +y?) = 2[1(x, ¥)I3

N 1
& vera, e dunque —|(x, )l < [[Ce, y)lz
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Spazi vettoriali normati
Dimostriamo la (i) nel caso n = 2. La seguente disuguaglianza

1G5 =X +y* < X+ y* + 20xly] = (X + Iy))* = ()1

& vera, e quindi si & provato che ||(x,y)|l2 < [|(x, y)]l1.
Analogamente si ha che

1O I = (xl =+ Iv1)* = X+ y* +20xlly] < 20 +y%) = 2ll(x, ¥) 15
N 1
& vera, e dunque —|(x, )l < [[Ce, y)lz

Dimostriamo la (i)’ nel caso n = 2, una volta che sia nota la (i).
Basta osservare che, essendo ||(x,y)|l2 < ||(x,y)|l1, si ha che

[ <1=(0oy)lle <1
e quindi
{IGo)l <13 {2 < 1}
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Spazi vettoriali normati
Dimostriamo la (i) nel caso n = 2. La seguente disuguaglianza
G IE = X2 +y* < x* 4y +20xlly| = (Ix| + [y1)* = I(x »)IIE

& vera, e quindi si & provato che [|(x, )]z < ||(x, ¥)|l1-
Analogamente si ha che

10T = (x| + Iy1)* = x* +y? + 2Ix]ly] < 20 +y?) = 2[1(x, ¥)I3

& vera, e dunque N < 1(x, ) ]2

ol
—(x,
2y
Dimostriamo la (i)' nel caso n = 2, una volta che sia nota la (i).
Basta osservare che, essendo ||(x,y)|l2 < ||(x,y)|l1, si ha che

[ < 1= (10 p)l2 <1

e quindi
{0l <13 S {16 p)ll2 < 1}
Analogamente, da ||(x, ¥)|l1 < v2||(x,y)||2 segue che
Gl S 1= (6 p)lle < V2
e quindi

{l10c, 9)ll2 < 1} € {ll(x, ¥)lh < V2}
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Spazi vettoriali normati

Dimostriamo la (ii) nel caso n = 2. La seguente disuguaglianza

[0 Y)lloe = max{|x], [y[} < VX2 + y[> = [I(x, )2

& vera, e quindi si & provato che ||(x, y)]ls < [[(x, y)]|2.
Analogamente si ha che

10, )IE = (xI + [y1?) < [max{|x], [y[}* + [ max{|x], [y [}* = 2[|(x, )%

¢ vera, e dunque ||(x, y)ll2 < V2[|(x, ¥)l -
etc.
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Spazi vettoriali normati

Osservazione

1, | ll2 el - oo soOnO tra loro

@ |l teorema precedente stabilisce che le norme || - |
equivalenti.

o L’equivalenza tra norme implica che le topologie indotte da queste norme sono tra
loro equivalenti (se una successione converge nella norma || - ||1, allora converge
anche nella norma || - || e viceversa)

@ Ma vale un risultato pitr generale: in R" tutte le norme sono tra loro equivalenti
(dipende dal fatto che la dimensione é finita).
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