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Esercizio (1)
Considerate la funzione
fooy)=x"+y =2y +1.

a) Determinate i punti stazionari di f studiandone la natura.

b) Determinate il massimo M ed il minimo m di f sull’insieme

A={(x,y) R’ : 0>y >—\/4—x2}

Suggerimento
Per il punto b), conviene

® parametrizzare la frontiera 0A = G, U G, con Gy = {p(t) : a<t< b} e
G={y(t) : c<t<d};

o studiare f(yp(t)) quando t € [a, b] e determinarne massimi e minimi
o studiare f(v(t)) quando t € [c, d] e determinarne massimi e minimi

@ confrontare i massimi sulla frontiera con i massimi locali interni e determinare il
pit grande tra questi

@ analogamente si procede per il minimo
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Soluzione Esercizio 1

Soluzione (Esercizio 1)

(i) L'unico punto stazionario (0, 1), che éun minimo relativo interno, infatti

Hf(o,1):((2) (1’)

Essendo poi f(x,y) = x> + (y — 1)> > f(0,1) = 0, questo & pure punto di minimo
assoluto della funzione su R.

(i) Si osservi che il punto (0,1) & A. La frontiera 9A = C1 U G, éunione di due curve
regolari di parametrizzazione

G = {e(t)=(-t,0) : te[-2,2]}
G = {y(t)= (2cost 2sint) : t € [m, 2]}

Studiando g(t) = f(p(t)) = t* + 1 quando t € [—2,2], si trova t = 0, punto di
minimo per g su [—2,2], ovvero (0,0) = ¢(0).

Studiando successivamente h(t) = f(v(t)) =5 — 4sint al variare di t € [, 27], si
trova t = 37/2 punto di massimo per h su [w,2x], ovvero v(37/2) = (0, —2).
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Esercizio (2)
Considerate la funzione

flx,y) =y —x".

a) Determinate il massimo M ed il minimo m di f sull’insieme

A={(xy)eR : |x <yl <2}

b) Se il punto Py (Pm) di massimo (minimo) di f su A cade su OA e se in questo
punto la frontiera ammette una parametrizzazione regolare ¢(t), cosa si puodire del
prodotto scalare (Nf(Puy), ¢ (tm)) dove ¢(tm) = Pum (ovvero del prodotto
(VF(Pm), ¢ (tm)) dove p(tm) = Pm)?
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Soluzione Esercizio 2

Soluzione (Esercizio 2)

(i) VFf(x,y) = (1,—2x) # (0,0) per ogni (x,y) € R?, e quindi non esistono punti
stazionari interni all'insieme A

(i) Il massimo di f éraggiunto in (0,2), e si ha
M = f(0,2) =2 = maxf = maxf,
oA A
mentre il minimo é raggiunto in (—2,—2) e (—2,2), e si trova
m=f(—2,—-2) = —6 = minf = minf.
9A A

(iii) Nel caso del massimo, si trova che il prodotto scalare é nullo. Nel caso del minimo
non si puo concludere nulla in quanto non esiste univocamente determinato il vettore
tangente alla frontiera nei punti (—2,—2) e (—2,2).

v
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Esercizio (3)
Sia f : R> — R? la funzione definita da f(x,y) = x* + 2y® — 4x®> + 4y + 5 per ogni
(x,y) € R2.

@ Determinare gli eventuali punti stazionari di f in R e studiarne la natura.

@ Dopo averne giustificato I'esistenza, determinare il massimo e il minimo assoluti di f
nell'insieme E = [0,2] x [-2,0].
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Soluzione Esercizio 3

Soluzione (Esercizio 3)

@ | punti stazionari di f su R? sono A1 = (0,—1), A» = (—v/2,—1) e A;s = (+/2, -1).

Si ha
-8 0 16 0
He (A1) = ( 5 >7 He(A2) = He(As) = ( 9 >
Quindi

A1 € un punto di sella,
A; e A3 sono punti di minimo relativo interno e f(Ay) = f(A3z) = —1
@ L’insieme E & un rettangolo con vertici nei punti (0,0), (2,0), (2,—2) e (0,—2).
Poiché E é chiuso e limitato e f & continua su E, il Teorema di Weierstrass
garantisce che f ammette massimo e minimo assoluti in E.
Il bordo di E pud essere parametrizzato attraverso le curve
¢1(t) = (t,0), per ogni t € [0,2]
p2(t) = (2, t) per ogni t € [-2,0],
p3(t) = E 2), per ogni t € [0 2]

pa(t) = (0, t) per ognit € [-2,0],
Studiando le funzioni f o ; (j =1,...,4) si ottiene che
minge f = f(v/2,0) = f(v/2,-2) =1 e
maxge f = £(0,0) = (0, —2) = f(2,—2) = f(2,0) = 5. Si conclude che
ming f = f(A2) = f(A3) = —1 e maxg f = 5.
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Esercizio (4)
Data la funzione f(x,y) = (x* + y® — 2y)y, determinare

@ i punti stazionari di f in R? e la loro natura;

@ il massimo ed il minimo assoluti di f nell’insieme

E={(x,y) e R*:|x| <y <2}
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Soluzione Esercizio 4

Soluzione (Esercizio 4)

O | punti stazionari della funzione f su R* sono: A= (0,0) e B =(0,%). Si ha

Hf(A)=<g _04), Hf(B)=<S Z).

la natura del punto A non si ottiene dallo studio dell’Hessiana,

il punto B é di minimo relativo interno e f(B) = —3—7.
Valutiamo il segno di f(x,y) — f(0,0) = f(x, y) intorno a (0,0). Poiché
f(x,x*) = x> — 2x° 4+ x° cambia segno in un intorno di x = 0, (0,0) non é né di
massimo né di minimo per f.

@ E éil triangolo di vertici (0,0), (2,2) e (—2,2). Il bordo di E si puo parametrizzare

con

p1(t) = (t,2) per ognit € [-2,2],

@2(t) = (—t,t) per ogni t € [0,2],

o(t) = (t,t) per ogni t € [0,2].
Si trova che la restrizione di f a OE ha massimo asso/uto 8= f(2 2)=1f(-2,2) e

minimo assoluto — % = f(—%,2) = f(2,2). Essendo —2 > —2, si conclude che
2
max f = maxf =8 m|nf—m|nf——3—
E OE E E\OE 27

4
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