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Misura di Peano-Jordan

Vogliamo che la famiglia M dei misurabili di R? e la funzione misura m : M — [0, 4-00]
soddisfino
(P1) Se R rettangolo e ]a, b[ x Jc,d[C R C [a,b] X [c,d], con a< bec < d, allora
» Re M
» m(R)=(b—a)(d —c);
(P2) Se E € M allora
> E+{(x0,¥0)} = {(x,y) € R?: (x — x0,y — y0) € E} € M per ogni (xo, y0) € R?,
> m(E + {(x0,y0)}) = m(E) (invarianza della misura per traslazioni);
(Ps) Se T : R* — R? & una rotazione ed E € M, allora
> T(E)e M
» m(T(E)) = m(E) (invarianza della misura per rotazioni);
(Ps) Se ;e M, i=1,...,n, taliche ENE; =0 perognii#j=1,...,n, allora
> E= U Eie M
i=1
> m(E) =321, m(E));
(Ps) se A,Be M e AC B, allora m(A) < m(B).
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Misura di Peano-Jordan

| plurirettangoli P = |J_; Ri € M, dove R; (i = 1,...,m) sono rettangoli tali che
RNR C(ORNOR))peri#j=1,...,m.
@ l'unione finita di plurirettangoli & un plurirettangolo;

@ l'intersezione finita di plurirettangoli € un plurirettangolo.

Definizione (Insieme misurabile)

Un insieme limitato E C R? si dice misurabile (secondo Peano-Jordan) se
m~(E) = m*(E) dove

o m~ (E) = sup{m(P) : P & un plurirettangolo contenuto in E},

o m"(E) = inf{m(P) : P & un plurirettangolo contenente E}.

Si definisce misura di E il numero reale non negativo m(E) := m™ (E) = m*(E).

Osservazione

Dire che un insieme E é misurabile equivale a dire che

Ve >0, 3PZ,PS plurirettangoli, P C E C P t.c. m(PY) —m(P:) <e¢
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Misura di Peano-Jordan

Osservazione

Non tutti i sottoinsiemi di R?> sono misurabili. Ad esempio

Q={(x,y) €[0,1] x[0,1] : x,y € Q},
non é misurabile in quanto

@ non contiene nessun plurirettangolo (e pertanto m~(E) = 0/)

@ pero, essendo Q denso in R, il pit piccolo prurirettangolo contenente @ é
[0,1] x [0,1] (e quindi m*(E) =1).
Questo esempio non ci deve far conludere che la definizione di insieme misurabile secondo
Peano-Jordan non sia valida: infatti si pud provare che, per qualsiasi definizione
“sensata” di misurabilita venga introdotta, esistono sempre insiemi non misurabili.
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Misura di Peano-Jordan

Esempio
Sia f : [a, b] — R una funzione continua e sia
E={(x,y)eR:a<x<b, 0<y<f(x)}
il suo sottografico.Essendo la funzione integrabile secondo Riemann, per ogni € trovo una
suddivisione di [a, b] e in corrispondenza questa trovo
@ un prurintervallo incluso nel sottografico
@ un prurintervallo che include il sottografico

@ e la differenza tra la misure di questi plurintervalli & minore di €.

Ne segue che il sottografico E & misurabile e si ha

m(E) = /ab f(x)dx.
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Misura di Peano-Jordan

Teorema

Se E, F sono insiemi misurabili, allora EU F, EN F e E \ F sono misurabili. Inoltre:

(i) se E C F, allora m(E) < m(F);
(i) m(EUF) < m(E)+ m(F);
(iii) se ENF =0, allora m(E U F) = m(E) + m(F);
(iv) se E & misurabile, allora E, E \ OF sono misurabili e

m(E) = m(E) = m(E \ OF).

Il teorema che segue & molto importante

Teorema
Sia E un limitato di R?. Allora

(E & misurabile) <= (9E & misurabile e m(0E) = 0).

Corollario

Sia E C R? un insieme limitato la cui frontiera & il sostegno di una curva @, regolare a
tratti e C' a tratti. Allora m(0E) = m(¢([a, b])) = 0 e, quindi, E & misurabile.

v
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Integrale secondo Riemann

Definizione

Siano E un sottoinsieme misurabile di R?, k un numero intero e Ei, . .., E; sottoinsiemi
misurabili di E. L’insieme A = {E;:i=1,...,k} sidice suddivisione di E se

k
e E= U E:;
i=1

o EENE; C(OEiNOE;) perognii#j=1,..., k.

Osservazione

Se E é un insieme limitato é facile costruire una sua suddivisione. Preso ad esmpio un
plurirettangolo P = Uﬁ;l Ri contenente E (tale plurirettangolo esiste se E é limitato,
perché?), basta porre A ={Ei=ENR;:i=1,...,k}.
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Integrale secondo Riemann

@ Sia E un insieme misurabile e limitato.
e Sia f: E — R limitata

@ Sia A una suddivisione dell'insieme misurabile E.

Definiamo

( ,'y"LRny)> m(E;),

( sup_1(x.y) ) m(E).

(x,¥)ER;

S(F,A) =

5-3

o f & limitata,

o allora inf(, )er, F(X,¥), SUP(xy)er F(X,¥) ER (i=1,... k)
@ Allora s(f,A),S(f,A) € R sono numeri reali.
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Integrazione secondo Riemann

Definizione

Sia f : E — R, con E C R* misurabile. f si dice integrabile (su E) se, posto
s(f) = sup{s(f,A): A é una suddivisione di E},
S(f) := inf{S(f,A) : A & una suddivisione di E},
si ha s(f) = S(f). In tal caso il numero reale
/ Al ) dbecly o= 57 = )
E

é detto integrale della funzione f sull’insieme E.
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Integrazione secondo Riemann

Osservazione
Dalla definizione segue

(i) preso E € M, la funzione

1 se(x,y)€E
0 altrimenti

IE(X7y) = {

€ integrabile, e si ha
m(E) = /Idxdy.
E

(i) se m(E) =0, allora ogni funzione limitata f : E — R é integrabile su E e

/ f(x,y)dxdy = 0.
E

Marino Belloni () Analisi Matematica C - a.a. 2008/09 11 maggio 2009 10 / 26



Integrazione secondo Riemann

Teorema

Se
o E C R? misurabile,
o f,g: E — R integrabili
e AER.

allora

(i) f+ g é integrabile su E e

/E(f(x,y)+g(x,y))dxdy=/Ef(x,y)dxdy+/5g(x,y)dxdy:

(i) Af & integrabile su E e

/ A (x, y)dxdy = )\/ f(x, y)dxdy.
E E

Teorema

Se E C R? émisurabile e f : E — R & continua e limitata, allora f & integrabile su E.
v
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Integrazione secondo Riemann

Teorema
Sia E C R? umisurabile e siano f, g : E — R integrabili. Valgono le seguenti proprieta:

(i) se f(x,y) < g(x,y) per ogni (x,y) € E, allora

/f(xyy) dxdy < /g(X,y) dxdy.
E E
(ii) |f| & integrabile in E e
'/ f(X,y)dxdy‘ S/If(x,y)ldxdy-
E E
(iii) Se F, G C E misurabili, t.c. m(F N G) =0, allora

/ f(x,y) dxdy = / f(x,y) dxdy + / f(x,y) dxdy.
FUG F @

(iv) Se F, G C E misurabili, t.c. G C F, allora

f(x,y)dxdy = | f(x,y)dxdy — [ f(x,y) dxdy.
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Integrazione secondo Riemann

Sia f : [a, b] — [0, 4+oc0[ continua, e sia
E={(x,y)eR:a<x<b 0<y<f(x)}
Allora

b
m(E) :/ f(x)dx.
Ma si sa che
m(E) = /IE dxdy,
E

b b £(x)
/1dxdy:/ f(x)dx:/ dx/ 1ldy,
E a a 0

Il calcolo dell’integrale doppio & stato ricondotto al calcolo di due integrali di funzioni di
una sola variabile.

dunque
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Integrazione secondo Riemann

Definizione

E C R? si dice dominio normale rispetto all’asse x se
esistono due funzioni continue a, 3 : [a, b] — R, con a(x) < B(x) per ogni x € [a, b], tali
che

E:{(x,y)ERQ:agxgb, a(x)gygﬂ(x)}.

Definizione

Un insieme F C R? si dice dominio normale rispetto all’asse y se
esistono due funzioni continue v, ¢ : [c,d] — R, con vy(y) < 6(y) per ogni y € [c,d], tali
che

F={(X,y)€R2:CSySd, v(y)SXSis(y)}-

Osservazione

o Nel caso in cui le funzioni a, 3,~, 8 sono di calsse C*, si ha che la frontiera di questi
insiemi ha misura nulla édunque gli insiemi sono misurabili

@ ma si dimostra che i domini normali sono misurabili anche quando le funzioni sono
continue.

v
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Integrazione secondo Riemann

Esempio

(i) L'insieme limitato E, compreso tra le parabole y = 10x* e y = 1 + x?, & un dominio
normale rispetto all’asse x.

11
E={(x,y)eR*: xe [—g, g], a(x) <y < B(x)}
ovvero 1
E={(x,y)€ER*: xc [—5,5], 10x° <y <14 x°}
Questo insieme non e normale rispetto all’asse y!!!

(i) L'insieme limitato F compreso tra le curve x = y* e x = |y| & un dominio normale
rispetto all’asse y.

E={(x,y) € R : y e [-1,1], v(y) < x < 5(y)}
E={(x,y)eR :ye[-11],y’ <y <|y|}

Questo insieme non € normale rispetto all’asse x!!!
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Integrazione secondo Riemann

Esempio (...continua...)

(iii) L'insieme C = [—1,2[ x[1,1] é normale rispetto ad entrambi gli assi.
(iv) Il triangolo T di vertici (0,0), (0,1) e (2,0) & normale rispetto ad entrambi gli assi.

T é delimitato dalle tre rette x =0,y =0ey =1 — g,
T énormale rispetto all’asse x

T={(xy)eR?: x€[0,2], 0<y<1—x/2}

T énormale rispetto all’asse y

T={(x,y) €R?:y€[0,1], 0< x<2—2y}.
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Integrazione secondo Riemann

Teorema (Teorema di riduzione)

Sia f : Q C R?* — R continua definita su Q misurabile.

(i) Se A C Q é un dominio normale rispetto all’asse x,
A:{(X,y)eRz:agxgb, a(x)gygﬂ(x)},

allora

B(x)

la funzione x — U(x) = / f(x,y)dy é continua in [a, b]
o(x)

inoltre si ha

Af(x,y)dxdy:/f U(x)dx:/ab dx </:::) f(x,y)dy);
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Integrazione secondo Riemann

Teorema (...continua...)

(i) Se B C Q & un dominio normale rispetto all’asse y,

B={(xy)eR:c<y<d, 1) <x <)},

allora

3(y)

la funzione y — V/(y) = / f(x,y) dx & continua in [c, d]
()

inoltre si ha

[y = [ “Viy)ay = / * ay ( A Z)) F(x,7) dx> .
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Integrazione secondo Riemann

Esempio
Calcoliamo
/ f(x,y) dxdy,
R
dove f(x,y) =3x e R =[0,1] x [0, 3].
@ R é un dominio normale rispetto ad entrambi gli assi

e f é continua e limitata in R.

@ Per il Teorema di riduzione otteniamo

1 3 1 1
/ 3x dxdy = / dx (/ 3x dy> = / [3xy]§zg dx = / Ox dx = g
R 0 0 0 0 2

@ naturalmente si poteva anche

3 1 313,171 33 9
/3xdxdy:/ dy </ 3xdx) :/ [Ex} dx:/ §dX:§'
R 0 0 0 x=0 0
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Integrazione secondo Riemann
Esempio
Calcoliamo

/ f(x,y) dxdy,
S

dove f(x,y) = xy e S élinsieme delimitato dalle curvey = x> —1 ey = x + 1.
S & un dominio normale rispetto all’asse x. Infatti

S={(xy)eR:-1<x<2 xX*-1<y<x+1}.

f & continua e limitata su S.
Per il Teorema di riduzione si trova, per ogni x € [—1,2].

x+1 x+1
U(x) = / xydyzx/ ydy

2_1q 2_q
27 y=x+1
_ y _1 2 3.5
_x[2}7271_2(2x+3x x),
y=x
Pertanto
2 21,2 o3 5 27
/xydxdy:/ U(x)dx:/ —(2x"+3x" —x)dx=... = —.
s 1 12 8
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Integrazione secondo Riemann

Definizione

Sia C un corpo materiale che occupa una regione G C R? (misurabile). Sia p: G — R,
continua, la densita di massa di C. Allora il punto (xg, yc), dove

Ve — Jc yp(x,y) dxdy
Je p(x,y)dxdy ’

o = e ebas) ey
S p(x,y) dxdy ’

si dice baricentro del corpo C
Quando p = cost.

). ).
X6 = — = [ Xxdxdy, === dxdy,
CTm©6) ST YT m(6) J T

sono dette coordinate del baricentro (geometrico) del corpo C.
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Integrazione secondo Riemann

Osservazione (Proprieta del baricentro)

(i) Se E e F sono misurabili con EN F = 0, allora le coordinate (xc, yc) del baricentro
geometrico di C = E U F sono
. m(E)xE + m(F)xF
m(F) + m(F)
e = 2B = (e
T m(F)+m(F)

Xc =

dove (xe, ye) e (xr, yr) denotano le coordinate del baricentro di E ed F.
(i) Siano E e F due insiemi misurabili tali che E C F, e supponiamo C := F \ E # 0.
Allora le coordinate del baricentro di C sono
. — m(F)xr — m(E)xe
<" m(F)—m(E)
_ m(F)yr — m(E)ye
YT T m(F) = m(E)

dove (xe, ye) e (xr, yr) denotano le coordinate dei baricentri di E e F.
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Integrazione secondo Riemann

Osservazione

@ Se E possiede un asse di simmetria r(ovvero esiste una retta r tale che, per ogni
punto P € E, il suo simmetrico rispetto ad r appartiene ancora ad E ),allora il
baricentro geometrico di E appartiene a tale asse.

o SeE

& convesso
ammette punti interni,

allora il suo baricentro geometrico (xg, ye) cade all’interno di E.
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Integrazione secondo Riemann

Esempio

Calcoliamo il baricentro di
C={(xy) € R: (x— 1P +y* <1, y > 0}.

C é un dominio normale rispetto all’asse x

C={(x,y) ERP:0<x<2 0<y<+1-(x—1)2},

Applicando il Teorema di riduzione

m(C) = [.ldxdy = [ dx ( VIZ(1?y dy)

0

1-—(x—1)2dx= 7%,

(e la cosa non sorprende!!!)
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Integrazione secondo Riemann

Esempio (...continua...)
Calcoliamo |, ¢ xdxdy. C é normale anche rispetto all'asse y, e quindi
11 27x=l+y/1-y2
1 14+4/1—y2 . X~
/dexdy fo dy <f17 i xdx) _/o [2 } i dy
1

/ 2\/1—y?dy =...= g,

0

si e sfruttata la rappresentazione

C={(x,y) eR*: 0<y<1,1—1+y2<x<1+4/1+y?}

™

e quindi xc = (5) / (g) = 1. Analogamente

/Cydxdy:/ozdx</0 1_(X_l)zydy> :%/j(l—(x—l))dx—%,

4

3m°

x=1—4/1—y

e quindi yc = (%) / (3

~—
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Integrazione secondo Riemann

Esempio

Calcoliamo il baricentro del triangolo T di vertici (0, 0), (0,2) e (1,0).
T & normale sia rispetto all’asse x che rispetto all'asse y, e si ha

T

{(x,y) eR?:0<x<1,0<y<2—2x}
= {(x,y) eR:0<y <2, 0<x<1-y/2}.

Utilizzando il Teorema di riduzione

1 2—2x 1
/Irdxdy:/ dx</ Irdy>:/(2—2x)dx:1,
T 0 0 0
1 2-2x 1 1
/xdxdyz/ dx(/ xdy)z/(2x—2x2)dx:f,
T 0 0 0 3
Y

2 1-% 2 1, 5
/ydxdy:/ dy / y dx :/ y—=y ) dx==.
T 0 0 0 2 3

Le coordinate del baricentro geometrico di T sono quindi (xr,yt) = (3,3).
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