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Introduzione

Queste sono le note di un corso semestrale di introduzione alla teoria dei semigruppi di
operatori in spazi di Banach e delle equazioni di evoluzione lineari in spazi di Banach,
dette equazioni astratte.

Il primo importante risultato di tale teoria ¢ il teorema di Hille-Yosida sui semigruppi
fortemente continui, che sara dimostrato nel capitolo 3. L’importanza di questo teorema
non €& solo storica. Infatti & un teorema molto generale che si applica a una vasta classe
di problemi, che include equazioni e sistemi differenziali iperbolici (del tipo dell’equazione
delle onde), parabolici (del tipo dell’equazione del calore), equazioni e sistemi integro-
differenziali (del tipo delle equazioni di evoluzione delle popolazioni con struttura di eta).
Come tutti i teoremi molto generali non da pero informagzioni particolarmente precise nei
singoli casi specifici in cui viene applicato. In particolare per quanto riguarda le equazioni
di tipo parabolico avremo bisogno di studiare in dettaglio una classe di semigruppi detti
semigruppi analitici (capitolo 4).

Vediamo in un esempio concreto in cosa consistono i metodi astratti nelle equazioni
a derivate parziali. Uno degli esempi pit semplici fra quelli significativi & I’equazione del
calore,

ut(t, @) = uga(t,x) + f(t,z), 0<t<T,0<z<1,
u(0,2) = up(z), 0 <z <1, (1)
u(t,0) =u(t,1) =0, 0<t<T.
L’incognita e la funzione u, mentre f e ug sono dati. Il metodo che seguiremo sara quello
di vedere l’equazione (1) come equazione di evoluzione in un opportuno spazio di Banach,

di studiarla usando risultati per equazioni astratte, e di interpretare poi tali risultati in
termini del problema iniziale. Poniamo

u(t,) =U(t), f(t,-)=F(t), 0<t<T,
cosicché, per ogni t € [0,T], U(t) e F(t) sono funzioni della variabile = appartenenti a un
opportuno spazio di Banach X. La scelta di X dipende dal tipo di risultati che cerchiamo,
o dalla regolarita dei dati. Per esempio, se f e ug sono continue una scelta naturale e

X = C([0,1]), se f € LP((0,T) x (0,1)) e ug € LP(0,1), p > 1, una scelta naturale &
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6 Introduzione

X = LP(0,1). Fatta questa scelta, scriviamo (1) nella forma

U'(t) = Au(t) + F(t), 0<t<T,

(2)
U(0) = uo,

dove A ¢ la realizzazione della derivata seconda con condizione al bordo di Dirichlet (cioe
consideriamo funzioni che si annullano per z = 0 e per x = 1) nello spazio X scelto. Per
esempio, se C'([0, 1]) allora

D(A) = {p € C*([0,1]) : ¢(0) = p(1) =0}, (Ap)(x) = ¢"(x).

Il problema (2) & un problema di Cauchy per una equazione differenziale lineare nello spazio
di Banach X = C([0,1]). Per queste equazioni non si generalizza in modo ovvio la teoria
delle equazioni differenziali ordinarie, perché I'operatore A € definito su un sottospazio
proprio di X, e non ¢ continuo. Si sfrutta invece una proprieta spettrale di A, che ¢ la
seguente: 'insieme risolvente di A contiene un settore S = {A € C: XA # 0, |arg\| < 6},
con 0 > /2 (per la precisione, consiste di una successione di autovalori reali negativi), e
inoltre

_ M
AT = A) g < R AES. (3)
Questa proprieta ci permettera di costruire la soluzione del problema di Cauchy omogeneo
(cioe con F = 0), che per analogia col caso finito dimensionale chiameremo e!4ug. Per
ogni t > 0 fissato Papplicazione ug — e!4ug & lineare e continua. La famiglia di operatori
{etA : t > 0} viene detta semigruppo analitico: semigruppo perché gode delle proprieta

e(tH9)A = otAgsA gy o >0, 04 =T,

analitico perché si dimostra che la funzione (0, +o00) — £(X), t + e & analitica.
Vedremo poi che la soluzione di (2) nel caso generale ¢ data dalla formula di variazione
delle costanti .
U(t) = etug + / DR (s)ds, 0<t<T,
0
usando la quale potremo studiare le proprieta della soluzione di (2), e ricordando che
U(t) = u(t,-) anche quelle di u.

Uno degli studi che potremo portare bene fino in fondo ¢ quello del comportamento
asintotico per t — +oo (ovviamente, nel caso in cui F' sia definita in [0,400)). I risultati
sul comportamento asintotico che vedremo hanno interesse anche nel caso in cui X sia di
dimensione finita, e anch’essi sono legati in modo essenziale alle proprieta spettrali di A.

Vista la natura dei problemi di cui ci occuperemo, il primo capitolo & dedicato a fun-
zioni, di variabile reale o complessa, con valori in spazi di Banach, e a richiami su operatori
lineari in spazi di Banach e su equazioni differenziali lineari. Inoltre, vista I'importanza
delle proprieta spettrali di A, il secondo capitolo ¢ dedicato a spettro, risolvente, e pro-
prieta spettrali varie, di operatori lineari chiusi in spazi di Banach. Il cuore del corso &
nei capitoli 3 e 4, in cui sono trattati rispettivamente semigruppi fortemente continui e
semigruppi analitici.



Il corso e il piu possibile elementare ed autosufficiente; gli unici prerequisiti sono il
calcolo per funzioni di una o piu variabili, le prime nozioni di variabile complessa, e un
minimo di dimestichezza con gli spazi di Banach e gli operatori lineari in spazi di Banach.
Fra gli esempi e gli esercizi ce ne sono vari che riguardano spazi LP e spazi di Sobolev
WLP W?2P_ La conoscenza di questi spazi e delle loro proprietd fondamentali & molto
utile dato che permette di arricchire il panorama delle applicazioni della teoria generale,
tuttavia non e indispensabile per la comprensione della maggior parte del corso.

Su tutti gli argomenti sono proposti parecchi esercizi, di vari gradi di difficolta. Lo
svolgimento di una buona parte di essi ¢ essenziale per impadronirsi delle nozioni e delle
tecniche usate nel corso.
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Capitolo 1

Preliminari

1.1 Funzioni con valori in spazi di Banach

Sia X uno spazio di Banach reale o complesso, con norma || - ||.

Dato un intervallo I C R indichiamo con B(I; X) lo spazio vettoriale (con definizione
ovvia delle operazioni lineari) delle funzioni u : I + X limitate. Intenderemo sempre
B(I; X) munito della norma del sup

[tlloe = sup [Ju()]]-
tel

Indichiamo con C(I; X) (rispettivamente, C,(I; X)) lo spazio vettoriale delle funzioni con-
tinue (rispettivamente, continue e limitate) da I in X. Se X = R oppure C scriveremo
C(I) al posto di C(I;R) o C(I;C).

1.1.1 Derivate e integrali

La nozione di derivata si estende in modo ovvio alle funzioni f : (a,b) — X. f si dice
derivabile nel punto ty € (a,b) se esiste il limite (nella topologia di X) del rapporto

incrementale
- f(@) —f(to).

t—to t— to

Tale limite viene chiamato derivata di f nel punto to e indicato con f’(tg). Analoghe
definizioni si danno per la derivata destra e sinistra.

Per ogni intero positivo & indichiamo con C*(I; X) lo spazio delle funzioni da I in X
derivabili k volte, con derivate fino all’ordine k continue. Anche le definizioni di funzione
di classe C'*° e di funzione analitica sono analoghe a quelle del caso X = R: si indica con
C>(I; X) lo spazio delle funzioni da I in X derivabili infinite volte; inoltre una funzione
f € C®(I; X) viene detta analitica se per ogni ty € I esiste r > 0 tale che

= (t—t)k
f(t)_zik' fRte), te(to—rto+r)NI.
k=0 ’
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Anche la nozione di integrale di Riemann si generalizza facilmente, ma non possiamo
introdurre somme superiori e somme inferiori dato che su X non c¢’¢ una struttura di ordine
in generale. Una funzione f : [a,b] — X si dice integrabile in [a, ] se esiste un z € X tale
che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni partizione a =tg <t; < ... <t, =bdi
ampiezza minore di 0, e per ogni scelta dei punti & € (¢t;,—1,t;) valga

<e.

z= > (&)t —ti1)
=1

In questo caso si pone
b
/ f(t)dt = x.
a

Con la stessa dimostrazione del caso X = R si prova che ogni funzione continua da [a, b]
in X ¢ integrabile (cfr. esercizio 7, §1.1.3).

Segue subito dalla definizione che se f : [a,b] — X & integrabile in [a, b] come funzione
con valori in X e A & un operatore lineare e continuo da X a un altro spazio di Banach
Y, allora la funzione Af : [a,b] — Y ¢ integrabile in [a, b], come funzione con valori in Y,
e vale

b b
A/ F(t)dt = / Af(t)dt. (1.1.1)
a a
Questa proprieta verra usata spesso, e si generalizza a operatori chiusi (esercizio 12, §1.1.3).

Gli integrali impropri su semirette o su intervalli non chiusi si definiscono come nel
caso X = R.

In questo corso avremo modo di incontrare principalmente integrali di funzioni conti-
nue, che non richiedono una teoria dell’integrazione particolarmente raffinata. Per qualcosa
di pit si veda l’appendice del libro [3].

Se X & uno spazio di Banach complesso e €2 ¢ un aperto in C, una funzione f : Q — X
si dice olomorfa in € se & derivabile in senso complesso in ogni punto zy € 2, cioe se esiste
il limite

o J6) = )
z2—20 Z— 20

Alcune delle note proprieta degli integrali su cammini complessi di funzioni olomorfe
con valori in C si estendono al caso di funzioni con valori in spazi di Banach complessi.

Sia f : Q — X olomorfa, e sia 7 : [a,b] + € una funzione continua, di classe C! a
tratti. Poniamo

b
/}@mz/fwwwmﬁ

Ovviamente, se f & olomorfa in Q, per ogni 2’ € X’ (X' & lo spazio duale di X,
costituito da tutte le funzioni lineari e continue da X in C) la funzione ¢(2) = (f(z),2’)
¢ olomorfa in 2. Vale anche il viceversa, come mostra la seguente proposizione.

Proposizione 1.1.1. Sia f : Q — X continua tale che per ogni ' € X' la funzione
o(z) = (f(2),2') é olomorfa in Q. Allora f é olomorfa in ).
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Dimostrazione. Sia zg € €0 e sia C la circonferenza centrata in zg, orientata come al solito,
con raggio r piccolo, in modo che la palla B(zg,7) = {A € C: |X — 29| < r} sia contenuta
in Q. Per ogni 2’ € X', la funzione (f(-),2’) & olomorfa in €, cosicché se |z — zo| < r/2 si

ha
L[ ©.) , d W1 ),
/C f—z dé? dZ<f(Z)7x>_27T'L/C (g—Z)Qd

La seconda formula suggerisce che il candidato a f'(z) 2%” fc (gf_(ii))zdﬁ .

(f(2),2") =

"~ 2mi

€.

Ricordiamo che se ¢ :  — C ¢ olomorfa, la funzione che vale (p(z) — ¢(20))/(z — 20)
per z # zp e ¢'(20) in 2o & olomorfa. Applicando il teorema di Cauchy si ottiene

p(z) —p(z0) 1 v(§) 1 ¢(20)
s om /c E— )€ 2" 2mi Jo E—0)E—2)

e il secondo integrale ¢ nullo per il teorema dei residui, essendo z interno al cerchio di

centro zg e raggio r. Usiamo questo fatto per rappresentare (%ﬁzo), 2’). Commutiamo

a2’ con 'integrale, usando la formula (1.1.1) con Y = C, A = 2/, e otteniamo

EEERy)
i | (5; - 5—120>d£'

1 z—z ,
27”/0 (&—2)(& 3 20)? (f(€),a7)dg

Ne segue che esiste il limite del rapporto incrementale per z — zg: infatti per ogni z
possiamo trovare ' di norma 1 tale che

<f(2)—f(20)_ Ll (gf(é))ng’x,>:Hf(Z)—f(zo) L[ O

dg

< 22|z — 20| max ||fE)]| ||z x -
|€—20|=r

z— 29 2mi — 20 Z =20 2w (5—2’0)2 ’
e quindi
_f(z) = flz0) 1 f(&)
i BT = o e

che dimostra la tesi. W

Lo studio delle funzioni olomorfe con valori in spazi di Banach si riconduce quindi
facilmente allo studio di funzioni olomorfe con valori in C.

Usando i noti risultati per le funzioni continue o olomorfe con valori in C (vedere per
esempio [13]) e applicando elementi del duale X', si ottengono le seguenti proprieta.

(i) Se v :[a,b] — Qe p: [c,d] — Q sono equivalenti con lo stesso verso (cioe, esiste un
diffeomorfismo di classe C1, o : [a,b] — [c,d] tale che o/ (t) > 0 e v(t) = u(o(t)) per
ogni t € [a,b]), allora per ogni f :  — X continua si ha

[yf(z)dz:/ﬂf(z)dz.



12 Capitolo 1

(ii) (formula di Cauchy) Se f:Q+— X e olomorfa, allora per ogni zp € 2 si ha

o) = g [ S(€)(E = 20) e

dove C' e una qualunque circonferenza con centro in zy e raggio r > 0, tale che
B(zp,r) C Q.

(iii) Se f: © — X & olomorfa, per ogni curva chiusa di classe C! a tratti v con immagine
contenuta in ) e tale che I'indice di v rispetto a ogni z ¢ €2 sia 0 si ha

/7 f(z)dz = 0.

Si dimostra inoltre, ragionando come nel caso X = C, che f & olomorfa in € se e
soltanto se e analitica in 2.
1.1.2 Operatori lineari
Indichiamo con £(X) Dalgebra degli operatori T : X + X lineari e continui in X.

Ricordiamo che un operatore lineare T' € continuo se e solo se risulta

Tz
IT|:= sup || Tz| = sup ||
2EX: al=1 zex\fo} Nzl

< 00

Si vede subito che T' — ||T|| ¢ una norma e £(X) munito della norma suddetta ¢ uno
spazio di Banach.

Sia D(L) un sottospazio vettoriale di X e sia L : D(L) + X un operatore lineare. Si
dice che L & chiuso se il suo grafico

S ={(z,y) € X x X :x € D(L), y = La}
& chiuso in X x X. L e chiuso se e solo se vale I'implicazione

Si dice che L & prechiuso o chiudibile se esiste un operatore L, ovviamente unico,
avente per grafico la chiusura di Gp. Si verifica facilmente che L ¢ prechiuso se e solo se
vale 'implicazione

{zn,} C D(L), 2 — 0, Lz, >y=y=0. (1.1.2)
Infatti in questo caso definiamo L ponendo

D(L)={z€ X : 3x,} C D(L), z, — x, Lz, convergein Y}.

Perla (1.1.2), se z € D(L) e due successioni x,,, Z,, convergono a = e Lx,, — y1, L&, — ya,
allora y; = y2. Possiamo quindi definire

Lx = lim Lax,,
n—oo
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dove x,, ¢ una qualunque successione di elementi di D(L) tale che Lz, converge. Per
costruzione, L & chiuso, ed & la pid piccola estensione chiusa di L (ovvero, quella col
dominio piud piccolo).

Valgono le ovvie implicazioni: T' continuo = T chiuso = 1" prechiuso, ma nessuna
delle implicazioni opposte.

Se L: D(L) C X — X & chiuso muniamo D(L) della norma del grafico

2l ey = =l + [ L]

Con tale norma D(L) ¢ uno spazio di Banach, e L : D(L) — X ¢& continuo.
Tipici esempi di operatori chiusi sono gli operatori differenziali definiti nel loro dominio
naturale (cioe il dominio massimale) a seconda dello spazio X in cui ci si ambienta.

Esempio 1.1.2. Sia X = C(]0, 1]), dotato della usuale norma del sup, e sia
D(A) = C*([0,1]); Au=/, Vu € D(A). (1.1.3)
Se C'1([0,1]) & dotato della topologia di X, A non & continuo. Posto per esempio
un(§) =¢&", neN
si ha
lunll =1, Jlup|l = n.

Tuttavia A e chiuso grazie al noto teorema sulla derivabilita del limite di una successione
di funzioni derivabili. La norma “naturale” di C'([0,1]), data da |jul|c1 = ||u]leo + ||¢/]|0o,
¢ la norma del grafico di 4, e rende C*([0, 1]) uno spazio di Banach. Se C'*([0,1]) & dotato
di tale norma, A : C1([0,1]) — C([0,1]) & continuo.

Esempio 1.1.3. Sia ora X = LP(R) con 1 < p < oo, e sia
D(A) = W' (R); Au=/, Yu € D(A).

Qui la derivata e intesa ovviamente in senso debole. Ricordiamo che una funzione f €
LP(R) & derivabile in senso debole, con derivata g, se per ogni ¢ € C§°(R) si ha [ f(x)¢'(x)dx
= — [r9(z)p(x)dz, e che WP (R) & il sottospazio di LP(R) costituito da tutte le f € LP(R)
dotate di derivata debole in LP(R).

Se W1P(R) & dotato della topologia di X, A non & continuo. Per esempio, se prendiamo

un(€> = %eiméh ne N:
si ha
unll =1, [Juy, || = n.

Tuttavia A & chiuso: se u, ¢ una successione di funzioni in W1 (R) tali che u,, converge a
u e u,, converge a g in LP(R), allora per ogni ¢ € C§°(R) si ha, usando la disuguaglianza
di Holder

lim | (un(2) — u(@))¢(2)de = lim | (u(2) - g(a))p(x)dz =0,

n—oo R n—oo R
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per cui

/u(av)cp/(x)cm = lim [ up(2)y' (z)dr = — lim [ u (z)o(z)dr = —/ g(z)p(x)dz
R R

ossia u € derivabile in senso debole, con derivata g, e quindi u € D(A), Au = g.

Come nell’esempio 1.1.2, la norma “naturale” di W1?(R), data da ||u|ly1.. = ||ul|Le +
|||, & la norma del grafico di A4, e rende W1P(R) uno spazio di Banach. Se W1P(R) &
dotato di tale norma, A : WP(R) — LP(R) & continuo.

Tipici esempi di operatori chiudibili sono gli operatori differenziali definiti su domini
pit piccoli dei loro domini naturali:

Esempio 1.1.4. Sia ancora X = C([0,1]), e sia
D(A) = C*([0,1]) Au =/, Yu € D(A). (1.1.4)

A non e chiuso: il teorema sulla derivabilita del limite di una successione di funzioni
derivabili garantisce che la funzione limite & derivabile, ma non necessariamente derivabile
due volte (cfr. esercizi). Comunque A & prechiuso, grazie sempre allo stesso teorema.

Un esempio di operatore non chiudibile in X = L2(0,1) ¢ dato da D(A) = C([0,1]),
Af(&) = f(0) per ogni £ € (0,1). La successione f,(§) = " tende a 0 in X ma Af, ¢
uguale alla funzione che vale identicamente 1, per ogni n. Un esempio di operatore non
chiudibile in X = C([0, 1]) ¢ 'operatore A, con dominio l'insieme dei polinomi, definito da
Af(€) = f(§+1) per 0 <& < 1. Basta prendere una successione di polinomi che converga
uniformemente in [0, 2] a una funzione che vale 0 in [0, 1], con valori diversi da 0 in [1, 2],
e si contraddice la (1.1.2).

I seguenti lemmi, di facile dimostrazione, saranno usati spesso.

Lemma 1.1.5. Siano X, Y due spazi di Banach, sia D un sottospazio di X, e sia {An}n>0
una successione di operatort lineari e continut da X a'Y tali che

|An|l < M, Vn €N, li_>m Apx = Aoz Vx € D,

Allora si ha
li_>m A,z = Agx Vo € D,

essendo D la chiusura di D in X.

Dimostrazione. Dati x € D e e > 0, sia u € D tale che ||z —u||x < ¢, e sia ng tale che per
ogni n > ng si abbia ||Apu — Agully < e. Per ogni n > ng vale dunque

[Anz — Aozlly < [|An(z —u)lly + [[Anu — Aoully + [|Ao(u — z)[ly < Me 4+ + [|Ao|le

e la tesi segue. W
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Lemma 1.1.6. Sia A: D(A) C X — X un operatore chiuso, e sia f : [a,b] — D(A) tale
che le funzioni t — f(t), t — Af(t) siano integrabili su [a,b]. Allora

/f 1t € D(A /f Bt = / Af(t)dt

In particolare, gli operatori lineari continui commutano con gli integrali (di funzioni
integrabili, ovviamente).

1.1.3 Esercizi

1) Date f : [a,b] — X e una successione di funzioni f, : [a,b] — X si dice che f,, converge
uniformemente a f su [a,b] se limy, 00 SUP,<i<p | fn(t) — f(2)|| = 0.

(a) Dimostrare che vale il teorema di scambio dei limiti per la convergenza uniforme, cioe:
se fn converge uniformemente a f su [a,b] e ty € [a,b] ¢ tale che per ogni n esiste il
limite limy ¢, fn(t) = I, allora la successione [,, ha limite [ e inoltre esiste il limy;_,4, f(t)
e coincide con [, per cui possiamo scrivere

lim lim f,(¢) = lim lim f,(¢).

n—oo t—to t—tp n—o0

(b) Dimostrare che se una successione di funzioni f, : [a,b] — X di classe C! & tale che
fn converge uniformemente a una funzione f e f;, converge uniformemente a una funzione
g, allora f & derivabile e f’ = g. (Usare il risultato dell’esercizio 9).

(c) Utilizando i punti (a) e (b), provare che C([a,b]; X), dotato della norma del sup, e
C*([a,b]; X) (con k € N), dotato della norma

k
Ifllow =D I1F® s
1=0

sono spazi di Banach.

2) (a) Provare che se f : [a,b] — X ¢ derivabile allora ¢ continua. (b) Provare che se
f :]a,b] = X & derivabile con f’ limitata in [a, b], allora f & lipschitziana. Suggerimento:
nel caso in cui f’ ¢ continua si tratta di una facile conseguenza del teorema fondamentale
del calcolo integrale e della maggiorazione dell’esercizio 8. Nel caso generale, sfruttare il
fatto che la tesi e vera se X = R oppure C, e ricondursi a questo caso considerando tutte
le funzioni del tipo z’f, con 2’ € X' arbitrario.

3) Data u : [a,b]x |0, 1] = R poniamo U(t)(z) = u(t, z). Provare che U € C([a, b]; C(]0,1]))
se e solo se u & continua, e che U € C([a,b]; C([0, 1])) se e solo se u & continua, & derivabile
rispetto a t e u; € continua.

4) Sia u : [a,b] x R — R continua e limitata, e poniamo U(t)(z) = u(t,z). E vero che
U € C([a,b]; Cy(R) (lo spazio Cy(R) & dotato ovviamente della norma del sup)?
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5) Sia a € (0,1). Lo spazio delle funzioni a-Holderiane su [a,b] ¢ definito da

Ca([a,b]):{f:[a,b]HR: [fla= sup W<oo},

a<z<y<b (y - x)

ed ¢ dotato della norma
[ flle = [ flloo + [fa-

(a) Provare che ¢ uno spazio di Banach. (b) Data u : [0, 7] X [a, b] — R, dare condizioni ne-
cessarie e sufficienti affinché la funzione U (t)(z) = u(t, x) appartenga a C([0,T]; C([a,b]))
N B([0,T]; C*([a,b]) e affinché appartenga a C([0,T]; C*(]a,b])). La funzione U(t)(z) =
(x4+1)*, 0<t, x <1 aquale dei due spazi appartiene?

6) Sia {zj}ren una successione di elementi di X, tali che la serie ) ° ) ||zx|| € convergente.

Si dice allora che la serie & normalmente convergente. Provare che la serie Y~z €
convergente (cioe che esiste il limite della successione delle somme parziali).

7) Provare che se f : [a,b] — X & continua allora ¢ integrabile. Una dimostrazione
dettagliata nel caso X = R ¢& sul libro di Bramanti, Pagani, Salsa “Analisi Matematica 1”
(Zanichelli 2008), c’¢ da verificare che la stessa dimostrazione funziona quando X & uno
spazio di Banach qualunque.

8) Provare che se f : [a,b] — X & continua allora t — || f(¢)]| € integrabile e si ha

H /:f WH </ "1l

9) Dimostrare ’analogo del Teorema fondamentale del calcolo integrale, ovvero: se f :
[a,b] — X ¢ integrabile, ed ¢ continua nel punto t¢, allora

1 to+h

lim — F()dt = f(to).

h—0 h to

(Se to = a oppure tg = b si tratta di un limite destro o sinistro, rispettivamente).

10) Provare che se f : (a,b] — X & continua e ||f(¢)|| < g(t) per ogni ¢ € (a,b), essendo
g € L'(a,b), allora f & integrabile in senso improprio su [a, b].

11) Trovare una successione di funzioni f, € C?([0,1]) tali che le successioni f, e f/,
convergono in C([0,1]) (cioe convergono uniformemente) ma la funzione limite f non & di
classe C2.

12) Dimostrare il lemma 1.1.6.

13) Siano Ij, Iy intervalli (non necessariamente limitati) in R, e sia g : [ X Iy — X
continua, tale che per ogni (\,t) € I x I3 si abbia [|g(A\,t)]] < ¢(t) con ¢ € L'(I).
Dimostrare che la funzione

G()\)_/ g0, Ae T,
Ip)
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¢ continua in I;. Dimostrare che se g € derivabile rispetto a A con gy continua e ||ga(A, )] <
¥(t) con 1 € L1(I3) allora G & derivabile in I e

G’(A):/I o\ t)dt, \e .
2

14) Dimostrare un analogo della formula di Taylor con resto integrale: se f : [a,b] — X &
di classe C?, allora

1.2 Problemi lineari nel caso in cui A & limitato

Sia A : X — X lineare e continuo. Consideriamo il problema

u'(t) = Au(t), t >0,
(1.2.1)
u(0) =z,

dove x € X. Per soluzione del problema (1.2.1) intendiamo una funzione u : [0, +00) — X
derivabile con continuita, che verifica (1.2.1).

Si verifica facilmente (cfr. esercizio 9, §1.1.3) che risolvere il problema (1.2.1) & equi-
valente a trovare una funzione u : [0,00) — X continua, soluzione dell’equazione integrale

u(t) =z + /Ot Au(s)ds, t>0. (1.2.2)

Proposizione 1.2.1. L’equazione (1.2.2) (e quindi il problema (1.2.1)) ha una soluzione
unica, data dalla restrizione a [0,00) della funzione

>tk Ak
u(t) =" k‘f”, t R,
k=0 ’

la serie Y 12 % essendo convergente in L(X) uniformemente in t sui limitati di R.

Dimostrazione. Esistenza. Fissiamo un intervallo [0, T e risolviamo la (1.2.2) in [0, 7] con
il metodo delle approssimazioni successive, ponendo

¢
xo(t) =z, xpt1(t) = +/ Azp(s)ds, n e N. (1.2.3)
0

Si ha

=tk Ak
xn(t)zz TR
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Essendo
Lk Ak n ok k
P 5~ T4l

- k! k!
k=0 k=0

"tk Ak
>

k=0

segue che la serie > ;2 % ¢ normalmente convergente in £(X) uniformemente per

t in [0,7], e inoltre che la successione {xy(t)}nen converge uniformemente in [0,7] a

z(t) = 72, %x. Passando al limite in (1.2.3) si vede poi che = & soluzione di (1.2.2).

Unicita. Siano x,y due soluzioni di (1.2.2) in [0, 7. Si ha (cfr. esercizio 8, §1.1.3.)

() -yl < 4] / () — y(s)]ds

Dal Lemma di Gronwall segue allora che z = y. R

Poniamo

=Y —— teRr (1.2.4)

Esempio 1.2.2. Sia X = C([0,1]) e sia A l'operatore lineare definito da

/ K(&n)x(n)dn, ¥V x € C([0,1)).

dove K : [0,1] x [0, 1] — R & continua. Si verifica facilmente che A & continuo. Allora
esiste u € C1([0,T]; C([0,1]) che risolve il problema (1.2.1). Dato che, per ogni t € [0, 1],
u(t) € C(]0,1]) possiamo porre

ft,8) = (u(t))(§), Yt e[0,T],V ¢ €[0,1].
Si puo allora provare facilmente che
(i) f:[0,7] x [0,1] — R & continua;
(ii) f e derivabile parzialmente rispetto a ¢ in [0, T7;

(iii) f e soluzione del problema
B 3
5.6 = [ K€

£(0,8) = (&)
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Consideriamo ora il problema nonomogeneo

u(t) = Au(t) + f(t), 0<t<T,
(1.2.5)
u(0) = x,

dove Aec L(X),ze X, feC(0,T];X)eT >0.
Per soluzione del problema (1.2.5) in [0,7]] si intende una funzione u : [0,7] — X di
classe C! che verifica le uguaglianze in (1.2.5).

Proposizione 1.2.3. Il problema (1.2.5) ha una e una sola soluzione in [0,T] data da

u@)::JAm%—/%e@_gAf@ﬁk. (1.2.6)
0

Dimostrazione. Si verifica direttamente che w ¢ soluzione. Proviamo 'unicita. Se w1, us
sono soluzioni, la loro differenza v soddisfa v'(t) = Av(t) per 0 < t < T, v(0) = 0. Per
quanto dimostrato nella proposizione precedente, v =0. N

1.2.1 Esercizi
1) Sia A € £L(X). Provare che

ett9)A = tAgsA. vt s € R,

2) Sia A € L£(X). Provare che I’applicazione
R— L(X), t— e

e differenziabile, e risulta

d
aem = Aet, VieR.
In particolare,
et — T
lim =A in L(X).
t—0 t

tA

3) Provare che se A = ol con « scalare allora €' = eI, per ogni t € R. Provare che se

A € L(X) allora etAtel) = gateld per ogni t € R.
4) Calcolare e!4 nel caso in cui X = R3, A & Papplicazione lineare associata alla matrice
10 00 1 1 —V2/2 —V2)/2
@ -1 00, ®»mlo0o10], f =v2/2 1 0
01 100 —V2/2 0 1
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(si puo usare a seconda dei casi la definizione oppure la Proposizione 1.2.1 risolvendo
Pequazione differenziale associata).

5) Calcolare la soluzione di (1.2.5) essendo X = R,

(3 4): (L)

6) Sia A : C([~1,1]) = C([—1,1]) definito da Af(x) = (f(z) — f(—x))/2). Calcolare ‘4.
Pill in generale, calcolare !4 quando A € L(X) & un proiettore, cioe A% = A.

7) Siano A € L(X), I C R un intervallo. Dimostrare che per ogni tg € I e per ogni
f:I— X continua, x € X, il problema

u'(t) = Au(t) + f(t), tel
u(ty) = =,

ha un’unica soluzione u € C!(I; X), data dalla formula

t
u(t) = elt—to)A +/ e(t_s)Af(s)ds, tel.

to
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Spettro e risolvente

2.1 Definizioni e proprieta elementari

Supponiamo che X # {0} sia uno spazio di Banach reale o complesso. Anche nel caso
in cui X e reale, dovremo parlare di spettro e risolvente complessi: introduciamo la com-
plessificazione di X, definita da

X={r+iy: z, ye X}; |z+iy[g = sup |zcosd+ysind.

—n<O<mw

(Attenzione: la “norma” euclidea /||z[[? + |[y[[? non & una norma, in generale, perché¢ non
soddisfa la condizione ||[Af|| = |A|||f]| per ogni A € C, f € X). Se A: D(A)C X — X &

un operatore lineare, la complessificazione di A e definita da

Nel seguito, se non ci sara pericolo di fare confusione, toglieremo tutte le tilde, e per
spettro e risolvente di A intenderemo lo spettro e il risolvente di A.

Definizione 2.1.1. Sia A : D(A) C X — X un operatore lineare. L’ insieme risolvente
p(A) e lo spettro o(A) di A sono definiti da

p(A)={AeC:I - A eL(X)}, a(A)=C\p(A). (2.1.1)

I numeri complessi A € o(A) tali che A\I — A non é iniettiva sono detti autovalori, e gli
elementi © € D(A) tali che Ax = \x sono detti autovettori (o autofunzioni, quando X é
uno spazio funzionale). L’insieme o,(A) che consiste di tutti gli autovalori di A é detto
spettro puntuale.

Se A\ € p(A), poniamo
(M — A)~t = R(\, A). (2.1.2)
R(A, A) & detto operatore risolvente o semplicemente risolvente.
Osserviamo che se X ha dimensione finita allora ogni funzione lineare € continua anzi
di classe C*°, quindi la condizione (A — A)~! € £(X) & superflua nella definizione di p(A).
Si verifica facilmente (cfr. esercizio 1, §2.1.1) che se p(A) € non vuoto allora A ¢ chiuso.

21



22 Capitolo 2

Esempio 2.1.2. Sia X = C([0,1]). Consideriamo gli operatori lineari A, B, C' in X
definiti da
D(A) = C*([0,1]), Au =1/,

D(B) = {u € C*([0,1]); u(0) =0}, Bu =1/,
D(C) = {u e C*([0,1]); u(0) =u(1)}, Cu =1/

Risulta
p(A) =10, o(A)=C.

Infatti, per ogni A € C, A\I — A non ¢ iniettiva dato che, per ogni ¢ € C la funzione
u(§) = ce?t appartiene a D(A) e si ha (A — A)u = 0.

Per quanto riguarda 'operatore B si ha

§B) =, o(B) =0, (ROBINE = [ D fan, 0<e<t (2139
Tnfatti basta osservare che per ogni A € C e per ogni f € X il problema
\u(€) — () = F(€).
w(0) =0

ha un’unica soluzione data da (2.1.3).
Infine si ha

p(C)=C\{2kmi: keZ}, o(C)={2kmi: kelZ}
essendo 2k7i autovalore con autofunzioni € — ce?*™€, e per \ # 2kmi Vk € Z si ha

e

(R, C)f)(E) =

1 3
/ AU £ () — / AED £ (). (2.1.4)

6)\—1 0 0

Vediamo ora alcune semplici proprieta dello spettro e del risolvente.

Innanzitutto ¢ chiaro che se A: D(A) C X — X e B: D(B) C X + X sono operatori
lineari tali che R(Ao, A) = R(XAo, B) per qualche A\g € C, allora D(A) = D(B) e A = B.
Infatti, D(A) = Range R(\o, A) = Range R(\o, B) = D(B), e per ogni z € D(A) = D(B),
posto y = Aox — Az, si ha z = R(\g, A)y = R(A\og, B)y e applicando Aol — B si ottiene
Aox — Bx = y cosicché \ox — Ax = Agx — Bz, che implica Ax = Bzx.

La seguente formula e detta “identita del risolvente, o anche “prima identita del
risolvente, la sua verifica ¢ facile ed e lasciata per esercizio:

ROLA) — R(u, A) = (n— MR AR, A), VA, € p(A). (2.1.5)

L’identita del risolvente caratterizza gli operatori risolventi, nel senso specificato dalla
seguente proposizione.
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Proposizione 2.1.3. Sia Q C C aperto, e sia {F(\) : A € Q} C L(X) una famiglia di
operatori lineari che soddisfano identita del risolvente

F(A) = F(u) = (u— NFOVF(), YA, € Q.

Supponiamo inoltre che per qualche Ay € ), Uoperatore F(X\o) sia iniettivo. Allora esiste
un operatore lineare A : D(A) C X — X tale che p(A) D Q, e R(A\,A) = F(X) per X € Q.

Dimostrazione. Fissiamo A\g € §2, e poniamo
D(A) = Range F(X\g), Az = oz — F(X\) 'z Va € D(A).

Per A € Q e y € X l'equazione del risolvente Az — Az = y & equivalente a (A — o)z +
F(M\o)™'z = y. Applicando F()) si ottiene (A — o) F(\)x + F(A\)F(\o) 'z = F(\)y.
Usando l'identita del risolvente si vede facilmente che

FO)F(0) ™ = F(0) ' F(\) = (ho — NP(\) + 1.
Quindi se x & soluzione allora z = F(\)y. Per verifica diretta si vede che effettivamente
x = F(M\)y & una soluzione dell’equazione del risolvente. Infatti AF'(A)y — AF(\)y =
AF(A\)y — M F(\)y + F(X\o) 'F(A\) = y. Di conseguenza A € p(A), e R(\,A) =F()\). n
L’insieme risolvente di A ¢ aperto, come mostra la seguente proposizione.

Proposizione 2.1.4. Siano Ao € p(A4), |A — Xo| < m. Allora X € p(A) e risulta
R(AA) = R(Xo, A)(I + (A — M) R(No, 4)) 7! (2.1.6)
Quindi p(A) ¢é aperto e o(A) é chiuso.
Dimostrazione. L’equazione Ax — Ax = y equivale a
(A=A)z+(Xo— Az =y

e, posto z = (Ao — A)z, a
24+ (A= A)R(ho, A)z =y

Dato che ||(A—Xo)R(Xg, A)|| < 1, Voperatore I+ (X — Ag)R(\g, A) & invertibile con inverso
continuo (cfr. esercizio 2, §2.1.1), e I’equazione per la z ha un’unica soluzione data da

2=+ (A= X)R(Xo,A)) 'y,

da cui la tesi. W

Alcune proprieta del risolvente sono elencate nella proposizione seguente.

Proposizione 2.1.5. Valgono le affermazioni sequenti.
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(i) R(-,A) é continua in p(A).
(i) R(-,A) é olomorfa in p(A) e risulta
d

aR()VA)h:/\O = _R2()\07A)
(ZZZ) Per |>\ - )\0| < m si ha
ROLA) = 3 (—1)" (A = 2)"R™ (A, 4) (2.1.7)
n=0
an()"A) _ n, | pn+l
T')\:)\O = ( 1) n!R ()\07A) (218)

‘ - 1
Dimostrazione. Se |A — X\o| < TROe A 42 (2.1.6) segue che

RO\ A) — R(Mo, A) = R(Xo, A)I + (A — A)R(Mo, )1 — R(Xo, A)

= —(A= ) R2(Mo, A)(I + (A — Ag)R(No, A)) "
da cui
A = Aol [|R(Xo, A) |

R)\’A —RA7A S
IR(A, A) = R(Xo, Al 1— A= Xo| [R(Xo, A)]]

e quindi R(-, A) & continuo.
(ii) Dall’identita del risolvente segue
R\, A) = R(Xho, 4)
A—Xo

= —R(\, A)R(X, A)

da cui la tesi per A = Ag.
(iii) La (2.1.7) segue da (2.1.6) (cfr. esercizio 2, §2.1.1), e la (2.1.8) segue a sua volta
dalla (2.1.7). m

Come conseguenza della proposizione 2.1.4, si puo vedere che l'insieme risolvente ¢ il
pit grande dominio di analiticita della funzione A — R(\, A).

Corollario 2.1.6. Siano Q1 un aperto contenuto in p(A), e sia Qa un aperto connesso
contenente 1, tale che la funzione R(-, A) ha una estensione olomorfa F(X) a Qa. Allora
Qy C p(A) e F(N) = R(\, A) per ogni X € Qs.

Dimostrazione. La funzione Qg x Qg +— L(X), (A, ) = F(N\) — F(u) — (u—AN)F(A\)F(u) ¢

olomorfa in Q9 X 29 e identicamente nulla in 27 x 21, per I'identita del risolvente. Quindi

si annulla in tutto Q9 x Q9. Dato che, fissato un qualunque Ay € Q;, F(\g) € iniettivo,

dalla Proposizione 2.1.3 segue che esiste un operatore lineare T' tale che FI(A\) = R(\,T)

per ogni A € Q. Essendo F(\g) = R(Xo, A), si ha R(Ao,T) = R(Ao, A) e quindi 7' = A.
]
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Corollario 2.1.7. Sia \g € C tale che esiste un intorno U di Ay tale che U\ { o} C p(A)
e ||R(-, A)|| & limitata in U\ {\o}. Allora Ao € p(A).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che \g € o(A). Dalla proposizione 2.1.4 otte-
niamo, per ogni A € p(A), che se |z — A\| < 1/||R(\, A)||g(x) allora z € p(A), quindi
dist(A, 0(A)) = 1/[[R(A, A)|[¢(x), da cui

1

IR Alle) 2 G o)

Se A ¢ sufficientemente vicino a Ao, la distanza di A da o(A) ¢ uguale a |A — Ag|. Facendo
tendere A a \g otteniamo che A — [|R(\, A)|z(x) ¢ illimitata, assurdo. ®

Le proposizioni seguenti riguardano alcune delle proprieta spettrali degli operatori
limitati. Se T' € L£(X), consideriamo la serie di potenze in £(X)

F(z)=> TF:* zecC. (2.1.9)
k=0

Proposizione 2.1.8. La serie in (2.1.9) é normalmente convergente all’interno del cerchio
C(0,1/r(T)) di centro 0 e raggio 1/r(T), dove
r(T) = limsup v/ ||T™|.
n—oo
Inoltre se |z| < 1/r(T) risulta
F(z)=(I—21)"1 (2.1.10)

e se |z| < 1/||T| si ha
1

L= [ |T]
La (2.1.9) ¢ detta anche serie di Neumann di (I — 2T)7L.

I —=1)7") < (2.1.11)

Dimostrazione. La convergenza della serie (2.1.9) nel cerchio C(0,7(T")) segue facilmente
applicando il criterio della radice alla serie di numeri reali Y 5=, ||7%| |2|*. La (2.1.10) si
prova verificando che, se |z| < 1/r(T), risulta

(I-2)F(z)=F(z)(I—-=T)=1

(Nel caso in cui |z| < 1/||T|| 1a (2.1.10) si pud anche vedere come conseguenza dell’esercizio
2, §2.1.1). Infine la (2.1.11) segue dalla disuguaglianza

1

o
TV D L ——
2 [ 7]
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Proposizione 2.1.9. Sia T € L(X). Allora valgono le proprieta sequenti.

(i) o(T) é contenuto nel cerchio C(0,r(T)) di centro 0 e raggio r(T). Se |\ > r(T)
allora X € p(T), e risulta

oo
R(AT) =Y TFAF1 (2.1.12)
k=0
Per questo motivo r(T') ¢é detto il raggio spettrale di T'. Inoltre se |\ > ||T'|| risulta
1
|IRANT)|| < —r (2.1.13)
Al =T

(ii) o(T) é non vuoto.

Dimostrazione. L’affermazione (i) segue dalla proposizione 2.1.8, osservando che per A # 0
lequazione A\x — T'x = y ¢ equivalente, posto z = 1/\, a z — 2Tz = zy.

Proviamo (ii). Supponiamo per assurdo che o(T') = (); allora R(-,T) & olomorfa in C.
Ne segue che, per ogni x € X, ' € X’ la funzione (R(-,T)x,z’) & olomorfa in C (si &
indicato con X’ lo spazio duale di X), e limitata grazie alla (2.1.13), dato che ||R(},-)|| &
continua su tutto C, e per la la (2.1.13) ¢ limitata fuori da un fissato cerchio di centro 0 e
raggio r > ||T||. Dal teorema di Liouville segue che (R(-,T)z, ') & costante. In particolare,
prendendo A = 0, A = 1 si ottiene ((=T~! — (I —T)"!)x,2’) = 0 per ogni z € X, 2’ € X;
quindi 77! = —(I = T) ! ossia T = —1I + T, il che ¢ assurdo. W

2.1.1 Esercizi

1) Provare che se un operatore lineare A : D(A) C X +— X ha insieme risolvente non
vuoto, allora e chiuso. (Pud convenire considerare prima il caso in cui 0 € p(A) e poi
ricondursi a questo caso osservando che A ¢ chiuso se e solo se A — Al ¢ chiuso per qualche
A).

2) Provare che se un operatore A € £(X) ha norma minore di 1 allora I — A ¢ invertibile
con inverso dato dalla serie geometrica

(I—AylzfiAk
k=0

(usato nella dim. della Proposizione 2.1.4).

3) Provare che per ogni o € C si ha o(ad) = ac(A), o(al — A) = a — o (A). Provare che
se 0 € p(A) allora (A7) \ {0} = 1/0(A).
Provare che p(A+al) = p(A)+a, R\, A+al) = R(A—a, A) per ogni A € p(A) + a.

4) Sia ¢ : [a,b] — C una funzione continua, e sia A : C([a, b]; C) — C(]a, b]; C) 'operatore
definito da (Af)(z) = f(x)p(z) (A & detto operatore di moltiplicazione). Trovare lo
spettro di A. Come deve essere ¢ perché A abbia autovalori?

Rispondere alle stesse domande con C([a, b]; C) sostituito da LP((a,b); C), p > 1.
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5) Sia Cp(R) lo spazio delle funzioni continue e limitate su R, dotato della norma del sup,
e sia A l'operatore definito da

D(A) = Cy(R) = {f € C,(R) : 3f" € Cy(R)} = Cy(R), Af = f.

Trovare lo spettro di A e dare una espressione esplicita di R(X\, A) per A € p(A). Quali
sono gli autovalori di A?

6) Nelle ipotesi dell’esercizio 5, dire chi & A2, trovarne lo spettro, gli autovalori, e dare una
espressione esplicita di R(A, A?) per A € p(A?).

7) Sia P € £(X) un proiettore, cioé P2 = P. Trovare lo spettro di P, dire quali sono gli
autovalori e dare una espressione esplicita di R(\, P) per A € p(P).

8) Siano X = C([0,7]), D(A1) = {f € C*([0,7]) = f(0) = f(m) = O}, Auf = f”,
D(As) = {f € C%([0,7]) : f'(0) = f'(w) = 0}, Aof = f”. Trovare gli spettri di A; e di
Ay e dare una espressione esplicita di R(A, A1) e di R(\, A2) per A € p(A1), A € p(A2)

rispettivamente.

9) Siano X = Cy((—00,0]), D(A1) = {f € CF((—00,0]) = f'(0)=f(0) =0}, A f = f"—F,
e Xo = {f € C((—00,0]) : e™2f(x) € L®(=00,0)}, D(A2) = {f € C*((=o0,0)) :
L " e Xo, f1(0) — f( ) =0}, Aof = f” — f'. X3 & dotato della sua norma naturale
£l = sup,<o \e #/2f(z)|. Trovare o(A1), 0(Asz) e confrontarli.

2.2 Punti isolati dello spettro

Studiamo il comportamento di R(A, A) vicino a punti isolati dello spettro. In tutta questa
sezione indichiamo con A¢ un punto isolato di o(A), e fissiamo ¢ > 0 tale che ogni z € C
con 0 < |z — A\g| < € appartenga a p(A).

Poniamo

1
P=o- L R(e, A)de,

dove v ¢ una qualunque curva regolare a tratti con immagine in {z : 0 < |z — A\o| < ¢}
e con indice 1 rispetto a \g. La curva pit comoda & una circonferenza t — \g + re’,
0 <t <27, con raggio r < .

Osserviamo che P (e di conseguenza I — P) & una proiezione. Infatti, fissati 0 < r <
7’ < e e posto y(t) = Ao +ret, ¥ (t) = Ao +r'e’, 0 <t < 27, si ha

P2 = (;m>2/vR()\,A)d/\/¢R(§,A)d§:(271m,>2 - (A’Ag) f( A) i de

1 1
= <2m) /R)\ A)dA ﬁdf <2m> K/R(f,A)dfflg_

Dato che " > r, I'indice di 7 rispetto a ogni £ € v & zero, per cui fy 1/(§ — N)dX =0,

mentre I'indice di 7/ rispetto a ogni A € v ¢ 1, per cui fv’ 1/(§ — N)d§ = 2mi. Sostituendo
si trova P? = P.
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P ¢ detta proiezione spettrale (relativa a Ag).
Osserviamo che P(X) C D(A), e P : X — D(A) & continua, dato che { — R(§, A) e
continuo su 7 con valori in £(X, D(A)). Si ha inoltre

AP = o [ Ane avie = o [ e ) - nae = 5 [ enie e

211 y

per cui anche AP € £(X, D(A)) iterando il procedimento troviamo che P € L£L(X, D(A"))
per ogni n € Ne A"P = ;L f E"R(E, A)dE.

Proposizione 2.2.1. Per 0 < |\ — X\| < ¢,

ROAA) =) (D)™™ A= X)" + PA=2X0) "+ > _D"(A=x) ", (22.1)
n=0 n=1
dove
= (A= XI)P,
S — 1/R(£ A)(E = Ao)~de = lim (I — P)R(), A) 222
2mi ), 0 A=Ao o
Dimostrazione. Proviamo prima che
lim (7= PYROA) = 5 [ RI& A€~ 2o) g
A= Ao 2mi . 0 '
Per 0 < |A — Ao| < r si ha
1
PROA) = 5 [ RiE AR, A
_ L _ —1 _ L _ —1
=5 A RO\, A) (€= N)7de - — /7 R(&,A)(& — M) 1dg (2.2.3)

= ROV A) — 5 / R(&, A)(€ — M) lde
Y

e 'ultimo integrale tende a .S quando A tende a .

Ricordiamo ora che A — R(A, A) ¢ olomorfa con valori in £(X) nell'insieme {\ € C :
0 < |[A = Xo| < ¢}. Quindi per ogni x € X, 2’ € X* la funzione f(\) = z/(R(\, A)zx) &
olomorfa nello stesso insieme con valori in C. Lo sviluppo di Laurent di una qualunque f
olomorfa in tale insieme ¢

=Y a =2 an =5 [ O - o)

211
nez
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dove v € una delle curve che abbiamo usato finora, e la serie converge per 0 < |A—Xg| < €.
Quindi abbiamo

/ N A=) _yyenel

CRO ) = 3 B |t Aie -0
A—A)"

(S PG [ R A ) s ).

neZ v
Lo sviluppo di Laurent di R(\, A) vicino a A = A\g & dunque
ROLA) = 30— o)t h [ Rte e 20
= 211 y

(2.2.4)
0= g [ A o020 g [Rie Ao

n=0

Osserviamo che le due serie in (2.2.4) convergono in £(X), uniformemente in ogni corona
circolare & < |A — Xg| < e—0, con 0 < § < £/2, per cui i passaggi che abbiamo fatto
sopra sono giustificati. Per la convergenza della prima, modifichiamo ~ sostituendole una
circonferenza -y di centro \g e raggio r € (¢—9,¢); dato che || f,ﬂ R(&, A)(E—Xo) " tdg|| <
Cir~" ! la prima serie converge in norma per confronto con una serie geometrica. Per
la convergenza della seconda, modifichiamo v sostituendole una circonferenza o di centro
Ao e raggio r € (0,0); dato che || fw R(&, A)(€ — Xo)™dE]| < Car™ la seconda serie converge
in norma ancora per confronto con una serie geometrica.

Ragionando come sopra si pud dimostrare per induzione che per ogni n € NU {0} vale

1

5 | BEA)E - NTE = (—1)msm, (2.2.5)

¥
e che per n € N,

ﬁ L R(&, A) (& — N)"dE = [(A— Xo) PI™. (2.2.6)

e allora (2.2.1) segue sostituendo (2.2.5), (2.2.6) nello sviluppo di Laurent di R(A\,4). &

La formula (2.2.1) & quindi lo sviluppo di Laurent di R(-, A) nel punto \g. La pro-
iezione P ¢ il residuo di R(A, A) nel punto A9 e non ¢ mai 'operatore nullo, altrimenti
R(-, A) sarebbe estendibile per continuita nel punto Ay grazie alla formula (2.2.1), e per il
Corollario 2.1.7 A\ apparterrebbe a p(A).

Notiamo che nel caso in cui X abbia dimensione finita n allora \g € necessariamente
un polo, di ordine al pii n, e 'ordine di polo di A\g ¢ uguale all’ordine di zero di Ag come
radice del polinomio caratteristico det(A\gl — A) = 0. Infatti ogni componente della matrice
associata a (A — A)~! & del tipo p;;(\)/ det(A — A), dove p;; ¢ un polinomio.

Se invece X ha dimensione infinita non si puo escludere che Ay sia una singolarita
essenziale, cioe che D™ non sia definitivamente nulla. Vediamo il seguente esempio:
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Esempio 2.2.2. Sia X = {u € C([0,1];C) : u(0) = 0} dotato della norma del sup, e sia
A: X — X definito da

t
Au(t) = / u(s)ds, 0 <t <1.
0

Come si vede facilmente, il raggio spettrale di A & zero, per cui 0 & 'unico elemento dello
spettro di A. Se fosse un polo, per n sufficientemente grande si avrebbe

lim \"R(\, A)u =0, Vu € X, (2.2.7)
A—=0
Invece se prendiamo per esempio u(t) = t si ha R(\, A)u(t) = e/ — 1, e la (2.2.7) non
vale.

Osserviamo che per ogni A € p(A4), R(\, A) commuta con P, essendo

RO\ A)P = R(;’f“) /7 R(E, A)de = /7 RO\ AVR(E, A)de = L R, AVR(N, A)de

Iy 21 211

L / R(¢, A)de R(\, A) = PR(A, A).

271
Proposizione 2.2.3. Ponitamo
X1 = P(X), Xo=(I-P)X),

A12 le—>X1, Al.CC:A.T VJIEXl,

(2.2.8)
As D(AQ) = D(A) NXo > Xy, Asx = Ax Vz € D(AQ)
Allora X1, X9 sono spazi di Banach, Ay € L(X1), e
o(A1) ={) o}, o(42) =0c(4)\ { o}, (2.2.9)

Dimostrazione. Dato che P e I — P sono proiezioni, le loro immagini sono chiuse, e quindi
sono spazi di Banach con la norma di X.

Sappiamo gia che P(X) C D(A), e P : X — D(A) ¢ continua. Quindi A; ¢ ben
definito, ed appartiene a £(X;) dato che AP = PA su D(A) per cui 'immagine di A; &
contenuta in X;. Analogamente, 'immagine di Ay & contenuta in Xs.

Proviamo innanzitutto che p(A) = p(A1) N p(A4s).

Dati y € X e A € C, I'equazione A\x — Az = y & equivalente, posto 1 = Px, x5 =
(I — P)z, al sistema

Ax1 — Az = Py,

)\ZL’Q — AQSL’Q = (I — P)y

Sia A € p(A). Allora le equazioni Az — Ax = Py e A\x — Az = (I — P)y hanno ciascu-
na un’unica soluzione, rispettivamente R(\, A)Py e R(\, A)(I — P)y. Dato che R(\, A)
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commuta con P e con [ — P, R(A\,A)Py € D(A1) e R(\,A)(I — P)y € D(Az) per cui
A€ p(A1) N p(Az).

Viceversa, se A € p(A1) N p(As2) allora il sistema ha soluzione unica (z1,z32), che
dipende con continuita da y. Ponendo x = x; + z2, * € D(A) dipende con continuita
da y e Ax — Az = y. x & l'unica soluzione dell’equazione del risolvente perché se T &
soluzione allora (PZ, (I — P)T) risolve il sistema, che per ipotesi ha un’unica soluzione,
quindi Pt =21, [ —P)T =227 = .

Gli spettri di A; e di A2 sono quindi contenuti nello spettro di A, e la loro unione & lo
spettro di A.

Proviamo ora che o(A;) = {A\o}. Per ogni A # )¢ definiamo

F) = —— / R(&, A)(A — &) Lde.

211

essendo 7 una circonferenza centrata in \g, con raggio r < min{|\ — Ao, €}. Risulta

(A= HF() = = [[AR(€.A) — €R(E.A) + T)(A — &) de

21 y

1
- 2m,/yz%(g,Aﬁzg =P

Analogamente, si trova
FA)(M —A)=P suD(A).

Quindi per ogni z € X si ha (AT — A)F(\)z =z, F(A\)(A — A)x = z. Cio implica che A
appartiene all’insieme risolvente di Ay, e che F()\)‘X = R(\, A;1). Dato che A; : Xj — X
1

¢ continuo, il suo spettro ¢ non vuoto, quindi ¢ costituito dal solo Ag.

Proviamo ora che \g € p(Az2). Sappiamo gia che per 0 < |A — Xo| < &, A € p(A2)
e R(\, Ag) = (I — P)R()\,A)|X . Per la proposizione 2.2.1 esiste il limite limy_,),(I —

2

P)R(\, A) = S, quindi R(A, A2) & estendibile per continuita nel punto A\g. Ne segue che
Ao € p(AQ).

Dato che 'unione degli spettri di A; e di Az € 0(A), e che lo spettro di A; & costituito
dal solo Ag, ne segue che o(Az) = o(A)\ {A\o}. La (2.2.9) & dunque dimostrata. W

In generale, il sottospazio X; = P(X) non coincide col nucleo di \gI — A, e X2 non
coincide con I'immagine di A\g/ — A. L’esempio piti semplice ¢ il caso X = C2, A definito
da Ae; = 0, Aey = e;. L’unico autovalore ¢ \g = 0, e si ha Ker A = {(z,0) : =z € C},
Range A = {(0,y) : y € C}, mentre usando la definizione si vede che P =1, I — P = 0.

Vale comunque la seguente proposizione.

Proposizione 2.2.4. Sia \g isolato in o(A). Allora X1 D Ker(Agl — A), e Xo C
Range(Aol —A). Inoltre, le condizioni sequenti sono equivalenti.

(i) X1 = Ker (Aol — A);
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(ii) X2 = Range (Aol — A);
(11i) o € un polo semplice di X — R(X\, A) (cioé, D =0);

(iv) Range(Aol — A) é chiuso, e X = Ker(Agl — A) & Range(A\ol — A).

Dimostrazione. Sia x € Ker(AI—A). Allora \gz— Az = 0, cosicché per & € p(A) abbiamo
R(&, A)z = (€ — \o)'x. Ne segue che

1
Pr=— — o)tz de = 1.
x /y(f 0) wdf=x

27

Quindi, Ker(Agl — A) C X;. Per quanto riguarda ’altra inclusione, ricordiamo che )y €
p(As) grazie alla proposizione 2.2.3, per cui Range(Aol — A) D Xo.

Dimostriamo che (i) <= (iii), provando che X; C Ker(AoI —A) se e solo se D = 0. Sia
x € X1: allora x = Pz, cosicché (A\g— A)z = (Ao — A) Pz, e x appartiene a Ker(Agl — A) se
e solo se Dz = 0. Cio implica che X; = Ker(A\I — A) <= D =0, e quindi (i) < (7).

Ora dimostriamo che (ii) <= (ii7), provando che Range(Aol — A) C X3 se e solo se
D =0. Sia z = \gy — Ay, con y € D(A). Allora Px = (\g — A)Py = —Dy, cosicché x
appartiene a X5 se e solo se Dy = 0. Questo implica che X = Range(A\I—A) <= D =0,
ossia (1) <= (ii1).

Ora dimostriamo che (iii) <= (iv). Supponiamo che valga (iii). Allora Range(AgI—A)
= Range( — P) ¢ chiuso, dato che I — P & una proiezione. Inoltre, grazie a (i) e a (ii), si
ha X = Ker(AgI — A) @ Range (Aol — A), quindi vale (iv).

Viceversa, se vale (iv), allora Range (Aol — A), dotato della norma di X, ¢ uno spazio
di Banach, e D(A) N Range(Aol — A), dotato della norma del grafico di A, & uno spazio
di Banach. Questo perché A & un operatore chiuso, dato che ha risolvente non vuoto, per
cui il suo dominio ¢ uno spazio di Banach con la norma del grafico, inoltre 'immagine di
(Mol —A) & chiusa per ipotesi, quindi ogni successione di Cauchy in D(A) N Range(Aol—A)
converge in tale spazio.

Inoltre, la parte di \gI — A in Range (Aol — A), definita da Ag : D(A) N Range(Aol —
A) — Range (Aol — A), Apx = Nox — Az, & iniettiva dato che se Apx = 0 allora x €
Ker(MAoI — A) N Range(Aol — A) per cui z = 0. E anche surgettiva, dato che per ogni
y € Range (Aol — A) esiste z € D(A) tale che \gx — Az = y, e posto x = x1 + 2, con
x1 € Range (Aol — A), x2 € Ker(Agl — A), si ha (Al — A)xy = 0 per cui x = ;1 € Range
(Mol — A). Di conseguenza, per il teorema dell’applicazione aperta I'inverso & continuo da
Range (Aol — A) a D(Ap), e Ay € p(Aop).

La parte di \gI — A in Ker(\gI — A) & 'operatore identicamente nullo. In particolare,
per A vicino a Ag si ha R(\, A)|ger(nor—a) = (A — Ao)_II‘KeT(AOI,A). Dato che X =
Ker(AoI — A) ® Range(Aol — A), allora Ag ¢ un polo semplice di R(-, A), ovvero vale (iii).

|
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Notiamo che se valgono le condizioni della proposizione 2.2.4 allora \g € necessaria-
mente un autovalore. Infatti per la (i) il kernel di (Ao — A) & P(X), e sappiamo gia che
P # 0, quindi esistono vettori non nulli = (tutti gli elementi di P(X) meno lo zero) tali
che \gz — Az = 0.

Definizione 2.2.5. Un autovalore isolato A\g € o(A) é detto autovalore semisemplice se
una delle condizioni equivalenti della proposizione 2.2.4 é soddisfatta.

Osservazione 2.2.6. Dalla proposizione 2.2.4 segue che se Ay € un autovalore semisem-
plice, allora Ker(Aol — A) N Range (Aol — A) = {0}, cosicché si ha

(v) Ker(AoI — A) = Ker(Aol — A)2.

Sia Ag un autovalore isolato. Allora la condizione (v) non e equivalente alle (i), (ii), (iii),
(iv) della proposizione 2.2.4: cfr. ’esempio 2.2.8. Comunque, se \g ¢ un polo di R(-, A) e
vale (v), allora & un polo semplice: infatti, se A\gp & un polo di R(:, A) di ordine n, allora
D"~ 2£0e D™ = 0, cosicché esiste z € X tale che (A—\g)" 1Pz # 0, (A—\g)"Pz =0, e
questo contraddice (v) a meno che n = 1, perché se n > 2 I’elemento y := (A — \o)" 2 Px
appartiene al kernel di (A\g/ — A)2 ma non al kernel di Aol — A.

Quindi, se Ag ¢ un polo di R(-, A) (per esempio, se X ha dimensione finita) allora le
condizioni da (i) a (v) sono tutte equivalenti.

In base all’osservazione 2.2.6, per dare un esempio di autovalore non semisemplice basta
costruire una applicazione lineare da C? in sé che violi la condizione (v): per esempio quella
associata alla matrice

0 1
(50)

che ha 0 come unico autovalore ed elevata al quadrato fa 0.
Vediamo alcuni esempi in dimensione infinita.

Esempio 2.2.7. Consideriamo 'operatore C' definito nell’esempio 2.1.2. 1 suoi autovalori
2kmi sono tutti semisemplici, infatti dall’espressione del risolvente nella formula (2.1.4) si
vede che 2k7i & un polo semplice per ogni k perché I'unica singolarita ¢ data da e* —1 (che
ha uno zero di ordine 1 per A = 2kmi) al denominatore. Inoltre, essendo limy_opmi(A —
2kmi)/(e* — 1) =1 si ha

1
Pof(©) = lim (A= 2km) RO O)F(©) = 7€ [ w000 sypay
A—=2kmi 0
Esempio 2.2.8. Sia A l'operatore definito nell’esempio 2.2.2. L’unico elemento del suo
spettro & 0, e si ha Ker A = Ker A2 = {0}, cosicché 0 non & un autovalore di A. Quindi 0
non ¢ un polo semplice di R(-, A), perché se lo fosse allora sarebbe un autovalore. Questo
¢ un esempio di un elemento isolato dello spettro per cui vale la condizione (v), ma che
non e un autovalore.

Definizione 2.2.9. Sia Ao un autovalore di A. Allora:
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(i) Se x appartiene a D(A¥) per qualche k € N, e (AgI — A)kz = 0, allora z ¢ detto
autovettore generalizzato di A.

(ii) Se esiste k € N tale che Ker(AI — A)* = Ker(A\oI — A)**, il minimo di tali interi
k ¢ detto I’ ascente o !’ indice di \g.

(i4i) La dimensione di Ker(Aol — A) ¢é detta molteplicita geometrica di \g. La dimensione
dello spazio degli autovettori generalizzati € detta molteplicita algebrica di \g.

Evidentemente, la molteplicita algebrica di un autovettore € maggiore o uguale alla sua
molteplicita geometrica. L’indice di ogni autovalore semisemplice ¢ 1, e la sua molteplicita
geometrica ¢ uguale alla sua molteplicita algebrica. L’espressione “molteplicita algebrica
viene dal fatto che se dimX < oo, la dimensione dello spazio degli autovettori generalizzati
(che in questo caso coincide con P(X)) ¢ uguale alla molteplicita di Ag come radice del
polinomio caratteristico A — Det (A — \I).

Definizione 2.2.10. Un autovalore semisemplice \g € detto semplice se la sua molteplicita
algebrica (e quindi anche quella geometrica) é uguale a 1.

Nei casi concreti di applicazioni a equazioni differenziali, il calcolo esplicito della pro-
iezione P puo non essere facile. Nei seguente lemmi vediamo casi in cui si da un criterio
per riconoscere P.

Lemma 2.2.11. Sia \g un autovalore semisemplice di A con autospazio di dimensione

finita. Allora l'operatore
1

P=_— / R()\, A)dA
21 C()\Q,E) ( )

é l'unica proiezione su Ker(AI — A) che commuta con A.

Dimostrazione. Sia @@ una qualunque proiezione su Ker(AgI — A) che commuta con A,
ossia

AQzr = QAx Yz € D(A).

Siano ey, ..., e, una base di Ker(AoI — A). Per ogni x € X poniamo
Px = En:ai(x)ei, Qx = En:ﬁi(:n)ei.
i=1 i=1
Dato che @ commuta con A, per ogni x € D(A) si ha
Q(Az) = Zn:ﬁi(Ax)ei = AQ(z) = z”: AoBi(w)es,
i=1 i=1

cosicché B;(Aox — Az) = 0 per ogni ¢, ovvero @ si annulla su Range(Ao/ — A). Inoltre,
dato che @ & una proiezione, Q(e;) = e; per ogni i.
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Sia ora x € X. Allora
Qr=QPr+Q(I — P)x = QPzx = Q(Zai(:p)@) = Zai(x)Q(ei) = Zai(:r)ei = Puz.
i=1 i=1 i=1

Lemma 2.2.12. Sia X uno spazio di Hilbert, e A : D(A) C X — X autoaggiunto.
Allora tutti gli autovalori isolati sono semisemplici e reali. Se \g & un autovalore, P ¢ la
proiezione ortogonale sull’autospazio relativo.

Dimostrazione. Proviamo che tutti gli autovalori sono reali. Osserviamo che per ogni

x € D(A) il prodotto (Az,z) € reale: infatti, (Az,x) = (z, Az) = (z, A*x) = (Az,x). Di
conseguenza, se x € un autovettore con autovalore Ag, si ha

/\0H$H2 = (Moz,z) = (Az,z) € R,

e quindi Ag e reale.

Proviamo ora che se )y ¢ isolato allora ¢ semisemplice, dimostrando che P(X) = Ker
(Aol — A). Dalla Proposizione 2.2.4 sappiamo che Ker (Aol — A) C P(X), per cui ¢’¢ solo
da dimostrare che P(X) C Ker (Aol — A).

La parte di A in P(X) ('operatore A; definito da (2.2.8)) ¢ lineare e continuo in P(X),
e il suo spettro e costituito dal solo elemento Ay, grazie alla proposizione 2.2.3. Il raggio
spettrale di Aol — Ay : P(X) — P(X) ¢ 0. Si ha dunque (vedi le proposizioni 2.1.8 e
2.1.9(1))

0 =limsup {/[|(Aof — A1)"|| = limsup {/[[Aol — Ay || = [[Ao] — A4
n—oo n—oo
(la norma ¢ quella di £(P(X))). Quindi A; = Aol su P(X), ovvero P(X) C Ker (Al —A).
11 fatto che [[(Aol — A1)"™|| = ||Mol — A1||" si dimostra per induzione per gli n pari,
usando I'uguaglianza | T*T|| = ||T'||? che & vera per ogni operatore T limitato in uno spazio
di Hilbert. Infatti si ha ovviamente ||T*T|| < ||T||? e inoltre

IT*T|| > sup (z,T*Tz) = sup ||Tz|® =T
Joll=1 Joll=1

Per gli n dispari ragioniamo per assurdo: se fosse |[(AgI — A1)"|| < ||Aol — A1[|™ allora
avremmo ||(Aol — A1)" Y| < |[(Aol — A" | Mol — A1]] < ||Aol — A1]|"*, ma questa
disuguaglianza e falsa perché n 4 1 é pari.

Resta da verificare che P & una proiezione ortogonale, cioe che per ogni x, y € X si ha
(Pz,(I — P)y) = 0. Cio segue dal fatto che P & a sua volta un operatore autoaggiunto
(cfr. esercizio 5, §2.2.1), per cui (Pz,(I — P)y) = (({ — P)Pz,y) =0. R
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2.2.1 Esercizi

1) Provare che lautovalore 1 dell’identita ¢ semisemplice (ma non semplice, a meno che
la dimensione di X sia 1) e calcolare la relativa proiezione P.

2) Date le matrici

010
- B=[0o0 o0
0 00 0 00

dire qual e ’ascente, ’ordine di polo, la molteplicita geometrica e algebrica, e calcolare la
proiezione P relativa all’autovalore 0 di ciascuna delle due.

)

3) Costruire una funzione lineare da R% ++ RS con autovalori 1, 2, 3 che siano poli del
risolvente di ordine 1, 2, 3 rispettivamente.

4) Sia @ € L(X) una proiezione. Dopo avere verificato che i suoi autovalori 0, 1 sono
semisemplici (cfr. esercizio 7, §2.1.1), calcolare le proiezioni Py, P; relative a tali autovalori.

5) Dimostrare che se H ¢ uno spazio di Hilbert e A € L(H) ¢ autoaggiunto allora
(R(M\,A))* = R(\, A) per ogni A € p(A). Dedurne che se \g & un elemento isolato dello
spettro di A allora la relativa proiezione P € a sua volta un operatore autoaggiunto.

6) Siano X = C([0,7]), D(A1) = {f € C*([0,x]) : f(0) = f(x) = 0}, Ay f = f",
D(As) = {f € C?([0,7]) : f'(0) = f'(z) = 0}, Aof = f" (cfr. esercizio 9, §2.1.1).
Verificare che gli spettri di A; e di As sono costituiti da autovalori semplici.

7) Completare la dimostrazione della Prop. 2.2.1, provando che valgono le formule (2.2.5)
e (2.2.6).

8) (Generalizzazione della proposizione 2.2.3) Sia A un operatore chiuso tale che o(A) =
o1 U oy, con o compatto, oo chiuso e o1 Noy = (). Sia P l'operatore definito da

1
p—_- / R(A, A)d),
il

i
dove 7 ¢ una curva regolare chiusa contenuta in p(A), che circonda o1, orientata in senso
antiorario, con indice 1 rispetto a ogni punto di ¢ e con indice 0 rispetto a ogni punto di
O'(A) \ 1.

P e detto proiezione spettrale relativa a o.

Dimostrare che P ¢ una proiezione, che 'immagine di P & contenuta in D(A) e che
l'operatore AP & continuo. Dimostrare che lo spettro dell’operatore 4; : P(X) — P(X),
definito da A;x = Az, coincide con o e che lo spettro dell’operatore Az : (I — P)(X) N
D(A) — (I — P)(X), definito da Ayx = Az, coincide con os.

2.3 Un esempio importante: 'operatore di Laplace

In questa sezione studiamo le proprieta spettrali della realizzazione del Laplaciano A =
>, 82/0x2 con condizione al bordo di Dirichlet in alcuni spazi di Banach. Supponiamo
che Q C R” sia un aperto limitato, con frontiera 9Q di classe C2.
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Il caso pit semplice & quello Hilbertiano, quando X = L?() e
D(A) = H*(Q) N HL(Q), Au= Au.

Prima di tutto si dimostra che I'insieme risolvente ¢ non vuoto, e anzi contiene ’insieme
dei numeri reali positivi. Per fare questo si usano il lemma di Lax-Milgram e un teorema
di regolarita delle soluzioni deboli di equazioni differenziali ellittiche.

Lemma 2.3.1. (Lax-Milgram) Sia H uno spazio di Hilbert reale, e sia a : H x H — R
una forma bilineare continua e coerciva, cioé tale che esistano costanti Cv, Co > 0 tali
che

a(u, )| < Callullallollar, Va0 € H,

a(u,u) > Collul|%, Yuc H.
Allora per ogni funzionale lineare e continuo F : H — R esiste un unico u € H tale che
a(u,v) = F(v), Yv € H,

ed esiste C tale che ||ullg < ||[F||1(#)- Usando il teorema di rappresentazione dei funzionali
lineari continui, possiamo dire che per ogni o € H esiste un unico uw € H tale che

a(u,v) = (p,v), Vv € H,
ed inoltre ||ullg < C|l¢||H-
Teorema 2.3.2. (Nirenberg) Sia Q un aperto limitato di R"™ con frontiera di classe C?,

sia X >0 e siano f € L*(), u € HY () tali chelV)

/(Du(x),Dgp(w)>dac+)\/ u(a:)@(a:)dac:/f(x)cp(x)dw, Yo € H} (Q).
Q Q Q

Allora u € H*(QQ), e |lullg2 < C||f||12, dove C & una costante che dipende solo da ) e da
A

Inoltre, se la frontiera ¢ di classe C™2 e f € H™(Q), allora w € H™2(Q), e
[ull sz < CUF Nl -

Le dimostrazioni del lemma 2.3.1 e del teorema 2.3.2 si possono trovare sul libro di
Brezis [4, Cor. V.8, Th. IX.25].
Fissato A > 0 definiamo la forma bilineare su H}(€2)

a(u,v) :/Q<Du(x),Dv(x)>dx+)\/Qu(x)v(x)dx, (2.3.1)

che ¢ ovviamente continua. Per A > 0 si vede subito che e coerciva, per A = 0 & coerciva
grazie alla disuguaglianza di Poincaré: esiste C' > 0 tale che

/u2daz < C’/ |Vul*dz, ue€ HH Q).
Q Q

Tndichiamo con Du il gradiente (Ju/dx1, .. .,0u/0z,), dove le derivate sono intese in senso debole.
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Per ogni f € L%(Q), il funzionale

’U0—>/'l).%'
Q

¢ lineare e continuo su H&(Q) Per il lemma di Lax-Milgram, per ogni f € L?(12) esiste
un’unica u € H}(Q) tale che a(u,v) = [, v( z)dx per ogni v € H}(2). Per il teorema
2.3.2, u € H?(2). Possiamo allora 1ntegrare per partl nel primo integrale nella definizione
di a, ottenendo

/Q—Au( da:+/\/ dfb‘—/f z)dz, Vv e Hg(),

ovvero

(M — Au— f),v)2 =0, Vo€ H(Q).
Essendo € H}(Q) denso in L?(12), si ottiene

(M — Au— f),v)2 =0, Yo e L*(Q),

e quindi
Au— Au = f,

e inoltre, sempre per il teorema 2.3.2, ||ul|g2z < C||f]/z2. w € P'unica soluzione con valori
reali, ma separando parte reale e parte immaginaria si vede che e 'unica soluzione con
valori in C. Di conseguenza, A € p(A).

Prendiamo A = 1. L’operatore (I — A)~! & compatto, perché & lineare e continuo
da L%(Q) in H%(Q), e H?(Q) & immerso con compattezza in L?() (vedere per es. [4,
Th. IX.16]). Inoltre & autoaggiunto: per ogni coppia di funzioni f, g € L?(Q), posto

=(I—-A)"'fvo=(I-A"1gsihau—Au= f, v— Av = g; moltiplicando la prima
uguaglianza per v e la seconda per u e integrando per parti si ottiene

/Q(uv+<Vu,Vv>)dx:/vadfvz/ﬂgudx,

(fo (I =A) g = (I = A) " f.9) 2.

Come per tutti gli operatori compatti non nulli in spazi di Hilbert di dimensione infinita
(vedere per es. [4, Th. VL8]), 0 € o(I — A)~}, e il resto dello spettro & costituito o
da un numero finito di autovalori, o da una successione di autovalori che si accumulano
nell’origine. Gli autospazi corrispondenti agli autovalori diversi da zero hanno dimensione
finita: posto Hy = Ker ()\OI (I — A)71), la restrizione dell'identitd a Hy & uguale alla
restrizione di Ay (I A)~!, che & compatto, quindi Hy deve avere dimensione finita.
Poiche (I—A)~! & compatto e autoaggiunto, e L?(£2) & separabile, esiste una base al piti
numerabile di L?(Q) costituita da autovettori di (I — A)~! (vedere per es. [4, Th.VIL.11]).
Dato che L?(Q) ha dimensione infinita, che gli autospazi relativi agli autovalori diversi da
zero hanno dimensione finita, e che 0 non ¢ autovalore, allora gli autovalori sono infiniti.

ossia
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Dato che per ogni operatore T : D(T) C X ~ X tale che 0 € p(T) si ha o(T~1)\ {0} =
o(T)~ " (cfr. esercizio 3, §2.1.1), lo spettro di I — A & costituito da una successione di numeri
reali, illimitata, e lo stesso vale per o(A) =1—o(I — A).

Gli elementi dello spettro di A sono autovalori, legati come segue agli autovalori di
(I — A)~L: se e, & un’autofunzione di (I — A)~! con autovalore y,, allora e, € D(A) e
inoltre

1
(I — A)_len = Un€n <= € = lnen — PnAe, < Ae, = (1 — > €ns
in
cosicché e, & autofunzione di A, con autovalore 1 — 1/u,. Di conseguenza, L?(Q2) ha una

base ortonormale costituita da autovettori di A.
Inoltre tutti gli autovalori sono negativi: se Au — Au = 0, con u # 0, allora

>\|u||2:/)\uudx:/Auudmz—/(Vu,Vu)dx:—||Vu|%2.
Q Q Q

||Vul||z2 non puo essere 0 perché grazie alla disuguguaglianza di Poincaré se ||Vul[;2 =0
allora u ¢ costante, ma l'unica funzione costante di H} @ la funzione nulla. Quindi il
secondo membro € negativo, cosicché A € negativo.

Consideriamo ora il caso X = LP(2), con p € (1,400). Lo spettro della realizzazione
del Laplaciano in LP(Q),

D(A,) = WHP(Q) N Wy P(Q), Apu = Au,
coincide con quello del caso p = 2, grazie al seguente teorema.

Teorema 2.3.3. Sia Q2 un aperto limitato di R™ con frontiera di classe C2, e sia \ € p(As).
Allora per ogni f € LP(S2), Uequazione Au— Ayu = f ha un’unica soluzione uw € D(A,), ed
esiste C'= C(\,p) > 0 tale che ||ullyw2r < C| fllLe-

Applicando piti volte i teoremi di immersione di Sobolev (WLP(Q) C LP"(Q) con
p* = (1/p—1/n)"tse p>n, WhP(Q) C C(Q) se p > n, vedere per es. [4, Cor. IX.14]),
si vede che le autofunzioni di Ay appartengono a LP(€)) per ogni p > 1. Di conseguenza,
anche o(A3) ¢ contenuto in 0(4,), e quindi o(A2) = o(Ap).

Consideriamo ora il caso X = C(2). Non esiste un teorema di regolarita del tipo del
teorema 2.3.3, cioe non & detto in generale che se f & continua la soluzione u sia di classe
Cc2.

Proposizione 2.3.4. Il problema
Au= f in B(0,1) C R?
u=0 in0B(0,1)

con f € C(B(0,1)), non ha in generale soluzione u € C*(B(0,1)).
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Dimostrazione. Se per ogni f € C(B(0,1)) il problema avesse soluzione in C?(B(0,1)),
I'operatore A : {u € C?(B(0,1)) : u = 0 su 9B(0,1)} — C(B(0,1)) sarebbe lineare,
continuo e surgettivo, quindi aperto: dovrebbe esistere C' > 0, indipendente da f, tale che
la soluzione soddisfa

ulle2(B(0,1)) < Cllf lloo- (2.3.2)
Per contraddire la (2.3.2), consideriamo le funzioni
ue(a,y) = wylog(z” +y° +¢)
con € > 0. Si ha

0 0? 2xy day(z? +y* + ) — 423y
axus(x7y) ) Og(l’ +y +5)7 axgus(xay) l’2+y2+6 (l’2+y2+5)2

9

e usando la formula analoga per §%/9y*u. otteniamo

122y 4(2% + y?)wy

Bueley) = e T @Rt o

per cui esiste C' indipendente da ¢ tale che

| Auc oo < C.
D’altra parte si ha
0? 29/ 222 (2 + y? + ¢) — 4a2y?
K — 2 2
awayus(%y) og(z” +y +¢)+ 2+ te (22 + 12 +¢)2

per cui lim._,¢ ||0%u:/010y||oo = +00. Le funzioni u. non si annullano sulla frontiera della
palla unitaria per cui non forniscono subito un controesempio alla (2.3.2), ma le possiamo
modificare moltiplicando per una funzione ¢ € C°(R™) tale che ¢ = 1in B(0,1/2), ¢ =0
fuori da B(0,2/3). Le funzioni

Ve = UeP

appartengono a C?(B(0, 1)), si annullano sulla frontiera, e posto f- = Av., si ha || fc]|cc <
C indipendente da €, ma lim._,¢ ||0%v:/020y||cc = +00 e quindi lim. g |[ve||c2 = +00. W

Osserviamo che la dimensione 2 non e essenziale, dato che in dimensione n > 0 pos-
siamo comunque considerare le funzioni u.(z) = x122log(2? 4+ 23 4+ ¢). Non & nemmeno
essenziale che (2 sia una palla, basta portare l'origine in un qualunque punto interno con
una traslazione.

Il dominio della realizzazione del Laplaciano in X e dato da

D(Ax) = {u € Np=1WP(Q) : Au € C(Q), ujpn = 0}.

Per quanto riguarda lo spettro di A, valgono le stesse considerazioni fatte per A,, ovvero
lo spettro di Ay coincide con quello di As.
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Se la condizione al bordo di Dirichlet ujgq = 0 € sostituita dalla condizione di Neu-
mann Ju/0v = 0, si possono ripetere gli stessi ragionamenti. Ovviamente il dominio
H?(Q) N H(Q) va sostituito con {u € H*(Q) : du/dv = 0}, e la forma quadratica (2.3.1)
va definita su tutto H1(Q) e non su Hg(Q). L’altra differenza rilevante & che il primo
autovalore ¢ 0, e il kernel ¢ costituito dalle funzioni costanti.

Una trattazione sistematica delle proprieta spettrali degli operatori chiusi si trova nel
primo volume di Dunford-Schwarz [6].



42

Capitolo 3



Capitolo 3

Semigruppi fortemente continui

3.1 Generalita

Sia X uno spazio di Banach. Si dice che una famiglia di operatori in £(X) {T'(¢) : t > 0}
& un semigruppo (o un semigruppo di operatori lineari e continui) se

i) T(t+s)=Tt)T(s), Vt,s >0,T(0) =1.
Un semigruppo e detto fortemente continuo se

(ii) T'(-)x : [0,00) — X € continua per ogni x € X.

Se non c¢’& pericolo di confusione, in genere si abbrevia l’espressione {T'(¢t) : ¢t > 0}
scrivendo semplicemente 7'(¢).

Si dice che una famiglia di operatori lineari e continui {G(t) : t € R} ¢ un gruppo (o un
gruppo di operatori lineari e continui) se

(iii) G(t +s) = G(t)G(s),V t,s € R, G(0) =1,
e che & un gruppo fortemente continuo se oltre alla (iii) vale anche
(iv) G(-)x : R — X ¢ continua per ogni x € X.

Evidentemente G € un gruppo fortemente continuo se e solo se le famiglie di operatori

sono semigruppi fortemente continui e inoltre
Gt)G(—t)=1, Vt>0.

Esempio 3.1.1. Sia A € £L(X), T(t) = €4, allora {T'(t) : t € R} & un gruppo fortemente
continuo. Inoltre I'applicazione ¢t — T'(t) ¢ continua in [0, +00) (anzi in tutto R) con valori
in £(X).

Se un semigruppo ¢ tale che 'applicazione [0, +00) — L(X), ¢t — T(t) & continua, il
semigruppo e detto uniformemente continuo.

Da notare che vale anche il viceversa: se T'(¢) ¢ un semigruppo uniformemente continuo
allora esiste A € £(X) tale che T'(t) = e!4. Infatti in questo caso gli operatori V (t) € £(X)

43
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definiti da

soddisfano, per la proprieta della media delle funzioni continue (es. 9, §1.1.3)
1
lim -V (t)=T(0) =1, inL(X),
t—0 ¢t

e quindi sono invertibili con inverso continuo per ¢ sufficientemente piccolo (es. 2, §2.1.1).
Fissato g tale che 0 € p(V(t)), per ¢ > 0 scriviamo 7T'(¢) come

T@) = V(to) 'V(to)T(t) = V(te) " /Ofo T(s+t)ds

= V(tg)™! /ttOH T(s)ds = V(to) " (V(t+to) — V(1))

Ne segue che ¢ — T'(t) & derivabile in [0, +00) con valori in £(X). Una volta che sappiamo
che & derivabile, la derivata soddisfa, per ogni t > 0

d . T@+h)=T({) . T(h)—T(0)
%T(t) B hlg{)l+ B hlgg+ h T
= T(0)T(t)

per cui, posto A = T'(0) abbiamo T'(t) = €' per 'unicita della soluzione del problema di
Cauchy T"(t) = AT'(t), T(0) = I.

Esempio 3.1.2. Definiamo il gruppo delle traslazioni ponendo, per ogni f : R — R e per
ogni t € R,
(TH))(E) = flE+1t), VEER.

Sia X = L*(R), oppure X = Cp(R) = lo spazio delle funzioni continue e limitate su R.
Allora T'(t) non € né uniformemente né fortemente continuo in X, infatti si ha

lim |[T(6)f  lloo = 0 = f € BUC(R).

Sia X = BUC(R). Allora T'(t) ¢ fortemente continuo ma non uniformemente continuo in
X, infatti si ha
|T(t)— 1| =2, Vt>D0.

Per dimostrarlo basta costruire una funzione f € BUC(R) tale che f({ +1t) = —f(£) per
ogni &, per esempio f(§) = sin(w/t).

Possiamo anche considerare il gruppo delle traslazioni in Cp(R), il sottospazio di
BUC(R) che consiste delle funzioni continue aventi limite zero per x — =00, sempre
dotato della norma del sup. T'(t) manda Cp(R) in se stesso per ogni t € R, e quindi la sua
restrizione a Cy(R) & un gruppo fortemente continuo in Cp(R).
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Sia infine X = LP(R), p € [1,00). Anche in questi spazi T'(t) ¢ fortemente continuo
ma non uniformemente continuo, e si ha ancora ||T'(t) — I|| = 2 per ogni t > 0. Per
dimostrarlo basta considerare la successione di funzioni f,,(§) = X (—nn)(§) sin(7/t), per
cui si ha limy, o0 [[T(8) fn = fullp/l fully = 2.

Vediamo ora alcune proprieta elementari dei semigruppi.

Lemma 3.1.3. Sia T(t) un semigruppo di operatori lineari e continui. Allora valgono le
sequenti affermazioni.

(a) se esistono § >0, M > 1 per cui
IT(t)] <M, 0<t<y,
allora si ha anche
IT()]| < Me*t, t >0,

con w = (log M)/d. Inoltre per ogni x € X la funzione t — T(t)x é continua in
[0,400) se e solo se é continua in 0.

(b) Se T(t) e un semigruppo fortemente continuo, per ogni & > 0 esiste My > 0 tale che
IT@)| < Ms, Vitel0,d].

Dimostrazione. (a) Applicando piti volte la (i) si ottiene T'(t) = T(8)" 1Tt — (n — 1)J)
per (n —1)6 <t < nd, per cui ||T(t)|| < M™ < Me“t.

Sia z € X tale che t — T'(t)z & continua in 0, ossia lim;,_,q+ T'(h)z = x. Usando la (i) si
vede subito che per ogni ¢ > 0 si ha lim,_,o+ T'(t+h)z = T(t)x. Inoltre ||T'(t—h)z—T(t)x||
= || T(t — h)(x — T(h)x)|| < Me**=M||(z — T(h)x)|| per 0 < h < t e quindi si ha anche
limy,_,o+ T(t — h)x = T'(t)x, per cui t — T'(t)x & continua in [0, 400).

(b) Sia z € X. Dato che T'(-)z & continua, per ogni § > 0 esiste M;, > 0 tale che
IT(t)z|| < Mse, Ytel0,6].

La tesi segue allora dal teorema dell’uniforme limitatezza (cfr. [6, pag. 49]). ®

Osservazione 3.1.4. Osserviamo che se un semigruppo 7'(t) non ¢ fortemente continuo
ma verifica

sup [|T(t)]| < oo
0<t<tg

per qualche ty > 0, allora il sottospazio
Xo={reX: t—T({t)x e C(0,0); X)}

¢ chiuso in X (per il fatto che se z,, — x allora T'(-)x, — T(-)z in C([0, a]; X) per ogni
a > 0, e il limite uniforme di una successione di funzioni continue & continuo), e quindi &
uno spazio di Banach. La restrizione di T'(t) a Xy ¢ ovviamente un semigruppo fortemente
continuo.

Per esempio, se T'(t) e il semigruppo delle traslazioni in X = Cy(R), si ha Xy =
BUC(R).
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3.1.1 1l generatore infinitesimale di 7'(¢)

In questo paragrafo T'(t) ¢ un semigruppo fortemente continuo. Consideriamo il rapporto
incrementale

Vogliamo studiare il limite limy,_,o4 Apz al variare di z in X. Ovviamente se T'(t) = e*4
con A € L(X) risulta
lim A, =A4, in L(X).

h—0t

Per un semigruppo fortemente continuo tale limite non esiste in generale: basti considerare
per esempio il semigruppo delle traslazioni negli spazi funzionali considerati nell’esempio
3.1.2.

Definiamo il generatore infinitesimale A di T(-) ponendo

D(A)={r e X :3 lim Az}, Az = lim Apz.
h—0+

h—0t+

Quindi Az ¢ la derivata destra nel punto t = 0 della funzione t — T'(¢)x, per tutti gli
per cui tale derivata esiste. Non & detto in generale che D(A) = X (cfr. esempio 3.1.2),
perd D(A) ¢ denso, come mostra la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.5. D(A) ¢ denso in X.

Dimostrazione. Poniamo
1 a+t
M,z = t/ T(s)x ds, a>0,t>0.
a

Essendo s — T'(s)x continua, allora (cfr. esercizio 9, §1.1.3)
lim M,z = T(a)x.
t—0

In particolare, lim; ,o+ Mo x = x per ogni v € X. Ora dimostriamo che per ogni ¢t > 0,
Moz € D(A); ne seguira la tesi. Si ha

ApMose = ;(/Ot:r(h + ) ds — /OtT(s)J: ds)
= };(/hhﬁ T(s)xds — /Ot T(s)x ds>
= ;(/thHT(s)x ds — /Oh T(s)x ds>

Mmhx — Mo,hl'
7 .



Semigruppi fortemente continui 47

Quindi per ogni z € X si ha Moz € D(A) e

T(t)x —
AM()ﬂ%L‘ = ()fl‘

Dato che lim; ,o+ Moz =z, D(A) ¢ denso in X. W

Osservazione 3.1.6. Notiamo che A e T'(t) commutano su D(A). Infatti per ogni x € X
e per ogni h > 0 si ha AT (t)x = T(t)Apx; se € D(A) facendo tendere h a 0 si trova
che T'(t)x € D(A) e AT (t)x = T(t)Ax.

Proposizione 3.1.7. Se x € D(A) allora T(-)x ¢ derivabile in ogni punto t > 0 e risulta
%T(t):n = AT(t)x =T(t)Az, t > 0.

Dimostrazione. Sia tg > 0 fissato e sia A > 0. Si ha

T(to + h)z — T(to)w

. = T(to)Apz — T(tg)Az per h — 0T

Cio prova che T'(-)z & derivabile a destra in t3. Proviamo ora la derivabilita a sinistra,
supponendo tg > 0. Se h € (0,tp) si ha

T(to — h)x — T(to)x
—h
dato che [[T'(to — h)Apz — T'(to) Az|| < |T(to — h)(Apz — Az)|| + [[(T(to — h) — T(to)) Az||
e [|[T(to — h)|| < supg<i<y, |T(t)]] < oo per il lemma 3.1.3. Quindi ¢ — T'(t)x & deriva-
bile in ogni punto, con derivata T'(t)Ax, che coincide con AT (t)x grazie all’osservazione
precedente. W

=T(to — h)Apz — T(tg)Ax per h — 0T

Osservazione 3.1.8. Dalla proposizione 3.1.7 segue che se T'(t) € un semigruppo (risp.
gruppo) fortemente continuo con generatore A allora per ogni x € D(A) la funzione u(t) =
T(t)z appartiene a C([0,400); D(A)) N C*([0,+00); X) (risp., C(R; D(A)) N C1(R; X) e
risolve il problema di Cauchy

u'(t) = Au(t), t >0,

u(0) = x.

(risp., l'equazione differenziale ¢ soddisfatta per tutti i £ € R). Osserviamo ora che la
soluzione di tale problema & unica: infatti se u € C([0,+00); D(A)) N CY([0, +00); X) &
soluzione, allora fissato t > 0 e posto v(s) = T'(t — s)u(s) si ha (dimostrare per esercizio)
V'(s) = =T(t — s)Au(s) + T(t — s)u/(s) = 0 per 0 < s < ¢, per cui v(t) = v(0) ossia
u(t) =T(t)x.

Si verifica infine facilmente che se x € D(A*) con k € N allora u(t) = T(t)x appartiene
a C*=1([0, +00); D(A)) N CF([0, +00); X).
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Possiamo ora provare che A € un operatore chiuso.
Proposizione 3.1.9. A ¢ un operatore chiuso.

Dimostrazione. Sia {z,} una successione in D(A) e siano z,y € X tali che z, — =z,
Az, = y, — y. Grazie alla proposizione 3.1.7 la funzione ¢ — T'(t)x,, € derivabile con
continuita in [0, 00). Per 0 < h < 1 si ha allora (cfr. esercizio 9, §1.1.3)

1 [h e
h 0 h 0

per cui
I I
182 =yl < 1806 =)l + | [ @0 = et + |3 [ Ti0ar =

<C+1
- h

)

1 h
o=l + Cll =l + 1. [ 70wt~

con C = supgecq [|T(t)||. Dato € > 0, esiste hg tale che per 0 < h < hg si ha
I foh T(t)ydt/h — y|]| < e/3. Dato h € (0, hp] prendiamo n grande (dipendente da h)
tale che ||z — x| < eh/3(C + 1), |lyn — y|| < €/3C, e si ottiene [|Apz — y|| < e. Quindi
x € D(A) e y = Az, cosicché A ¢ chiuso. R

Osservazione 3.1.10. Osserviamo che se T'(t) ¢ un semigruppo (o gruppo) fortemente
continuo con generatore A, allora per ogni A € C la famiglia di operatori
S(t) = eNT(t), t>0,

¢ un semigruppo fortemente continuo con generatore A + AI. Che sia un semigruppo (o
un gruppo) fortemente continuo ¢ immediato; per quanto riguarda il generatore si ha, per
ogni x € X,

S(h)r —x e’\hT(h) - Mg — 2
h B h h

e quindi esiste il limite per A — 0% di (S(h)x —x)/h se e solo se esiste il limite per h — 0T
di (T'(h)x — x)/h. In questo caso, il limite vale Az + Az.

Osservazione 3.1.11. Segue dall’osservazione 3.1.8 che se x € D(A?) allora u(t) = T'(t)x
¢ in C?([0,4+00); X) e u”(t) = T(t)A%z. Usando la formula dell’esercizio 10, §1.1.3 si
ottiene quindi per ogni x € D(A?)

t
T(t)r =x + tAx +/ (t —8)T(s)A%xds, t > 0.
0

Questa identita puo essere usata per ottenere la disuguaglianza interpolatoria

|Az|| < Cllal|'?| A%2|'/?, « € D(4), (3.1.1)
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nel caso in cui la norma di 7'(¢) sia limitata in (0, +00), e
1Az]| < Cllal|2(|A%2|| + [l]))'/2, = € D(A?), (3.1.2)

nel caso generale.
Infatti, se ||T'(t)|| < M per ogni t > 0, ricavando Az e maggiorando si trova, per ogni
t>0

gl <\l Il | 1 M+1

t t

t
| =) A%elas < F a + S5 A%
Se A%z = 0 facendo tendere ¢ a +oo si ottiene Az = 0 per cui la (3.1.1) & ovviamente
soddisfatta; se A%r # 0 si sceglie come t il punto di minimo della funzione t — (M +
D||z||/t + tM|| A%z /2 ossia t = (2(M + 1)||z|| /M| A%z|))"/? e si ottiene la (3.1.1) con
C = /2(M +1)/M.

Nel caso generale si ha ||T'(t)|| < Me*! per qualche w € R, se w > 0 ci si riconduce al
caso w = 0 considerando il semigruppo S(t) = T'(t)e”*! che ha come generatore A — wl.
La disuguaglianza (3.1.1) applicata a A — wl da, dopo qualche calcolo, la (3.1.2).

Il seguente lemma da una condizione sufficiente affinché un sottospazio D C D(A) sia
denso in D(A); in varie applicazioni la condizione ¢ facilmente verificabile (vedere ad es.
gli esercizi 4 e 5, §4.3.1). Inizialmente lo avevo messo fra gli esercizi ma vedo che come
esercizio € un po’ ostico, quindi vi metto la dimostrazione completa.

Lemma 3.1.12. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo T(t) fortemente
continuo. Se un sottospazio D C D(A) é denso in X e tale che T(t)(D) C D per ogni
t >0, allora D ¢é denso in D(A), dotato della norma del grafico.

Dimostrazione. Siano M, w tali che ||T(t)|| < Me*! per ogni t > 0. Fissiamo x € D(A),

allora abbiamo .

1
Az =lim — | T(s)Azds.
t—0 ¢ 0

Siano ora x, € D tali che lim,, .o z, = x in X. Poniamo

1 [t 1 [t 1 [
Ynt = / T(s)xyds = / T(s)(xy —x)ds + / T(s)x ds.
’ t 0 t 0 13 0

Dato che la funzione s — T'(s)x, ¢ continua in [0, +00) con valori in D(A), l'integrale
f(f T(s)xnds appartiene a D(A), e inoltre essendo il limite delle somme di Riemann, ap-
partiene alla chiusura di D in D(A), dato che ciascuna somma di Riemann appartiene a
D. Quindi ogni y,; appartiene alla chiusura di D in D(A). Inoltre

t
! +H1/ T(s)xds —x
tJo

t
||yn,t _xH < Ht/(] T(S)(ﬂ?n —33) ds

tende a 0 pert — 0, n — 00, €

Ayn,t — Az =
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Dato ¢ > 0, fissiamo 7 sufficientemente piccolo, in modo che || [ T'(s)Az ds — Az|| <,
e poi prendiamo n grande, tale che (Me“" + 1)||x,, — z||/7 < e. Con questa scelta di 7 e
n abbiamo [|Ay, » — Az|| < 2¢, e la tesi segue. W

Un sottospazio D come nell’enunciato del lemma ¢ detto core per l'operatore A. 1l
lemma implica che l'operatore A & la chiusura della restrizione di A a D, ovvero D(A) &
I'insieme degli x € X tali che esiste una successione di elementi x,, € D con la proprieta
che z, — = e Ax, converge per n — o0; in questo caso abbiamo Ax = lim,,_,cc Axy,.

3.1.2 Comportamento asintotico

Vediamo ora il comportamento asintotico (per ¢ — oo) di ||T'(¢)||, e come tale comporta-
mento sia legato alle proprieta spettrali del generatore A.

Osserviamo che se X = C" allora ciascuna componente di 7'(t)x e data da una com-
binazione lineare di funzioni del tipo tke/\it, con 0 < k < nei A sono le radici del
polinomio caratteristico, ovvero gli autovalori A. La norma di 7'(¢) si maggiora con
Ctlewt < C(e)e(w+5)t per ogni ¢ > 0, essendo w il massimo della parte reale degli
elementi dello spettro di A.

Vedremo che nel caso generale si ha una situazione analoga (che risulta completamente
analoga nel caso dei semigruppi analitici, cfr. capitolo 4). Se T'(t) ¢ un semigruppo
fortemente continuo poniamo

log ||T(t
wo = inf 2 ITOI (3.1.3)
>0 t
(con la convenzione log 0 = —o0). Si dice che wyg ¢ il tipo di T'(+).
Proposizione 3.1.13. Risulta
log || T’
o i BITOI
t—+o0 t

Dimostrazione. La facciamo nel caso wg € R. Basta provare che

log || T'(t
Jimsup & ITOI
t—o0 t
Sia ¢ > 0 e sia t. > 0 tale che
log ||T(¢
(TR
€

Dividiamo R in intervalli di ampiezza t.. Per ogni ¢t > 0 siano n(t) = [t/t.], r(t) = {t/t:},
per cui
t =n(t)te +r(t), n(t) e NU{0}, r(t) € [0,t.).
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Usando la proprieta di semigruppo di 7'(t) si ottiene

log||T(®)| _ log | T(t)"“T(r(1)|| _ n(t) log | T(t:)|| + log [T (r (1))
t t - n(t)te +r(t)
log || () || + 2=
to+ ) ’

n(t)

con M;_ dato dal lemma 3.1.3. Per t — +o0 anche n(t) — +o0, cosicché

g EITO _ 1og T (¢:)|

t—o0 t B ta

<wp +e.

Proposizione 3.1.14. Se T'(t) é di tipo wy, allora per ogni € > 0 esiste M. > 1 tale che
|T(#)| < Moot vt >0. (3.1.4)

Dimostrazione. Per la proposizione precedente si ha limy_, 1 log || T(¢)|/t = wo, per cui
si ha definitivamente log || 7(t)|| < (wo + €)t, ovvero esiste T > 0 tale che

T ()] < et ¢ > T,
Per il Lemma 3.1.3, esiste M7, > 1 tale che ||T'(¢)|| < M7, per ogni t € [0, 7], per cui
Tt < et Ny e~ @ote)t < plwote) pp max{1, e~ @t 0 <t < Ty,

e la tesi segue tenendo conto delle due maggiorazioni. N

Nel seguito indicheremo con §(M,w) 'insieme dei semigruppi fortemente continui 7°(-)
tali che

IT(8)] < M, vt > 0.

Se M =1, T(t) ¢ detto semigruppo di contrazione.

Esempio 3.1.15. Sia X = BUC(R) oppure X = LP(R) con 1 < p < oo, e sia T'(t) il
semigruppo delle traslazioni definito nell’esempio 3.1.2. In ognuno di questi casi si ha
|T(t)|| = 1 e quindi wy = 0. Di conseguenza, fissato A € R, il semigruppo S(t) = eMNT(t),
di generatore A + A\I (vedi osservazione 3.1.10), & di tipo A.

Contrariamente al caso finito dimensionale, wg puo anche essere —oo, come mostra il
seguente esempio.
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Esempio 3.1.16. Sia X = LP(0,a), p > 1, oppure X = {f € C([0,qa]) : f(0) = 0} con
a >0 e sia
fle—t) set<¢<a
(T()f)(E) = (3.1.5)
0 altrimenti
Siha T(t) =0set > a e quindi wy = —0c0.

Dimostriamo il risultato pit importante di questa sezione.

Proposizione 3.1.17. Sia T'(t) un semigruppo fortemente continuo appartenente a G(M,w)
e sia A il suo generatore infinitesimale. Valgono allora le affermazioni sequenti:

p(A) DX ={re€C: Re A >w}, (3.1.6)
R\, Ay = / e MT(tydt, ye X, A€ X, (3.1.7)
0
IR A) < — M ypen aew (3.1.8)
' ~ (Re A —w)" " ’ ’ o

Dimostrazione. Poniamo
o
F(\y = / e MT(tydt, ye X, e X.
0

Cio ha senso dato che T' € G(M,w). Si vuole provare che dati A € ¥ e y € X I'equazione
Az — Az = y ha un’unica soluzione data da = = F'(\)y.

Dimostriamo prima l'unicita, provando che se 'equazione Ax — Ax = y ha soluzione,
questa ¢ data da x = F(\)y.

Sia x € D(A) tale che Az — Ax = y. Osserviamo che integrando per parti in ogni
intervallo [0, a] e facendo tendere a — +0o si ottiene l'identita

o0 d o0
/ e N_T(t)zdt = )\/ e NT(t)x dt — x.
0 dt 0
Si ha allora

/ e MT(t) (M — Az)dt = )\/ e MT () dt — / e_’\tiT(t):n dt = x
0 0 0 dt

ovvero F(A\)(Ax — Az) = F(\)y = z. Dimostriamo ora che effettivamente x = F(\)y ¢
soluzione: si ha infatti

Apz = ;(/ e MT(t + h)ydt — / e)‘tT(t)ydt>
0 0

L [T s T e PSRV B L
=—le e T(s)yds e MT(t)ydt ) = —(e lz—e e (t)ydt
h h 0 h h

0
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quindi per h — 07 (vedi esercizio 9, §1.1.3)
lim Apx = Az —y,
h—0+

per cui x € D(A) e Ax = Az — y.

Proviamo infine le maggiorazioni (3.1.8). Per n = 1 la (3.1.8) si ottiene dalla maggiora-
zione || MT(t)z|| < Me=EeN|2||, integrando in (3.1.7). Dalla maggiorazione per n = 1
segue che ||[R"(\, A)|| < [[R(N, A)||" < M™(Re A —w)~™ per n qualunque, che coincide con
la (3.1.8) solo se M = 1, altrimenti & peggiore.

Proviamo le (3.1.8) per M qualunque: dato k € Ne A € ¥ dalla (3.1.7) segue, derivando
k volte rispetto a A (cosa che si puo fare per l'es. 13, §1.1.3), che per ogni y € X si ha

j;R(A, A)y = /Ooo(—t)'“eMT(t)ydt,
e quindi
' j;R(A, A)H < M/OOO theReXFwtgr — M(Re A — w) R,
da cui segue la (3.1.8) ricordando che
dk
Tl A4) = (=1)FEIR(X, A)FHL,

3.1.3 Esercizi

1) Verificare che il semigruppo delle traslazioni ¢ fortemente continuo negli spazi Cy(R) :=
{f € C(R) : limp o f(z) = 0} (dotato della norma del sup) e C5(R) := {f € C'(R) :
limg) o0 £(@) = limpy) oo /() = 0} (dotato della norma. £ = ||l + [1/']l):

Dato a € (0, 1), verificare che il semigruppo delle traslazioni non & fortemente continuo
nello spazio C*(R) delle funzioni limitate e a-Holderiane (dotato della norma f +— || fl|co +

[fla)-
2) Per ogni f € L*°(R™) poniamo T(0)f = f, e

)2
T(t)f(z) = W/R e F)dy, >0, € R™ (3.1.9)
T(t) e detto semigruppo di Gauss- Weierstrass. Provare che esistono le derivate 0/0x;T(t) f,
perognit > 0,i=1,...,n, e verificare che ||0/02;T(t) f|lco < C||fl|lco/Vt. Dimostrare che
limy_,o+ ||T(t)f — flloo = 0 se e solo se f € BUC(R™). Calcolare || T(t)|| e quindi wg. Posto
X = BUC(R"), dimostrare che BUC?(R") & contenuto nel dominio D(A) del generatore
di T(t) in X, e verificare che per ogni f € BUC?(R") si ha Af = Af =>" Dif.

(Suggerimento per 'ultima affermazione: osservare che per ¢t > 0 la funzione u(t,z) =
T'(t)f(z) e derivabile rispetto a t e vale u(t, z) = Au(t,x) = (T(t)Af)(z), per ogni x € R™.
Usare questa formula, e la forte continuita del semigruppo, per stimare (T'(t)f—f)/h—Af.)
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3) Sia X = BUC(R") e sia B € L(R"); per ogni t € R poniamo T'(t)f(z) = f(e'Pz).
Provare che T'(t) ¢ un gruppo, non fortemente continuo in generale. Provare che X
contiene il sottospazio Y di tutte le funzioni che hanno limite per |x| — oo. Trovare il
generatore infinitesimale della parte di T in Y.

4) Sia X = BUC(R), sia T'(t) il semigruppo delle traslazioni definito nell’esempio 3.1.2, e
sia A il suo generatore infinitesimale. Dimostrare che D(A) = BUCY(R) e che Af = f’
(si tratta di dimostrare che se una funzione continua ha derivata destra continua allora &
derivabile; il resto ¢ ovvio).

5) Sia T'(t) il semigruppo definito da (3.1.5) nello spazio X = {f € C(]0,a]) : f(0) = 0}.
Provare che e fortemente continuo e determinare il suo generatore infinitesimale.

6) Per ogni f € BUC(R) poniamo T(0)f = f, e

t (z—y)
T(t)f(x):; RWC@, t>0, zeR.

T(t) & detto semigruppo di Cauchy-Poisson. Dimostrare che T(t) & un semigruppo forte-
mente continuo in BUC(R). Calcolare ||7(t)|| e quindi wp.

Suggerimento: esprimere T'(s)T'(t)f mediante un integrale doppio, dimostrare in qual-
che modo (per es. usando il teorema dei residui) che per ¢, s > 0 si ha

/ dy B (s +1t)
R (52 + (=2 +y?) st + (s +1)2)
e poi usare questa formula nell'integrale doppio che da T'(s)T(t)f.

7) Sia G(t) un gruppo fortemente continuo, tale che ||G(¢)|| < 1 per ogni ¢ € R. Dimostrare
che |G(t)|| = 1 per ogni t € R.

8) (Generalizzazione dell’esercizio 3) Sia X = BUC(R") e sia F': R” — R" una funzione
lipschitziana. Per ogni f € X e per ogni ¢t € R poniamo (7(t)f)(x) = f(&(t,x)), dove
&(t,z) ¢ la soluzione del problema di Cauchy

¢(t) = F(EW), teR,
§(0) = .

Provare che T'(t) ¢ un gruppo. Per quale F' si ottiene il gruppo dell’esercizio 37 Trovare
una F' non costante per cui 7'(¢) & un gruppo fortemente continuo. Provare che X contiene
il sottospazio di tutte le funzioni che hanno limite per |z| — oco.

9) (Generalizzazione dell’esempio 3.1.2) Sia X = BUC(R") opppure X = LP(R™) con
1 <p<oo,esiave R\ {0}. Provare che il gruppo definito da

GH)f(€) = f(€+tv), teR, £€R”

e fortemente continuo, calcolare ||T'(¢)|| e wo. Determinare il suo generatore infinitesimale.
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10) Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo 7'(¢) e sia x
un autovettore di A con autovalore \. Dimostrare che T'(t)z = ez, per ogni t > 0.

11) Sia T'(t) un semigruppo fortemente continuo con generatore A, e sia u € C([0,400);
D(A)) N CY(]0,+00); X). Dimostrare che per ogni ¢ > 0 si ha

d/dsT(t — s)u(s) = —=T(t — s)Au(s) + T(t — s)u'(s),

per ogni s € [0,%] (questo fatto ¢ stato usato nell’osservazione 3.1.8).

12) Dimostrare la proposizione 3.1.13 nel caso wy = —oc.

3.2 1l teorema di Hille-Yosida

Il risultato principale di questa sezione ¢ il seguente.

Teorema 3.2.1. Sia A: D(A) C X — X un operatore lineare. Allora A é il generatore
infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo appartenente a G(M,w) se e solo se
valgono le sequenti condizioni:

(i) D(A) é densoin X,

(i) p(A)D{AeR: A>w}, (3.2.1)

| Gi) IR, A))F|| < (AMw)k VEEN, V> w.

La parte piu impegnativa ¢ la dimostrazione della sufficienza delle condizioni (3.2.1).
Infatti sappiamo gia che se un semigruppo appartiene a G(M,w) allora il suo generatore
infinitesimale soddisfa (3.2.1).

Dato un operatore A che verifica (3.2.1) conviene introdurre una successione di ope-
ratori limitati che approssimano A in un senso opportuno (gli approssimanti di Yosida di
A). Poniamo

A, =nAR(n,A) =n*R(n,A) —nl, n€N. (3.2.2)

I seguenti lemmi, che saranno usati nella dimostrazione del teorema 3.2.1, hanno
interesse anche di per sé; anzi il lemma 3.2.2 ¢ di importanza fondamentale.

Lemma 3.2.2. Sia A: D(A) — X un operatore lineare che soddisfa (3.2.1). Allora

li_>m nR(n,A)x=x, Ve eX (3.2.3)
li_}m Apx = Az, Yz € D(A). (3.2.4)

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che

lim nR(n,A)z =z, Ve D(A).

n—oo
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Infatti per ogni x € D(A) risulta
M
nB(n, )z ~ 2] = | R(n, A)Az] < | Az]|

essendo D(A) denso in X e la famiglia di operatori nR(n,A) equilimitata in norma, la
(3.2.3) segue dal lemma 1.1.5.
Per quanto riguarda la (3.2.4) basta notare che se z € D(A) si ha

Apx =nR(n, A)Ax— Az per n — oc.

Lemma 3.2.3. Supponiamo che A verifichi le ipotesi (3.2.1). Sia A? I’operatore lineare
definito da

D(A?) ={x € D(A): Az € D(A)}, A’z = A(Ax), ¥V € D(A?).
Allora A% ¢ chiuso e ha dominio denso in X.

Dimostrazione — Dato © € D(A) si vede facilmente che x, = n?R(n,A)%r =
nR(n, A) (z+R(n, A)Az) tende a x per n — oo. Inoltre la famiglia di operatori n?R(n, A)?
¢ equilimitata in norma. Grazie al lemma 1.1.5, per ogni x € X si ha z,, — = per n — oo.
Quindi D(A?) & denso.

Proviamo che A% & chiuso. Siano x, € D(A?) tali che =, — z, A%z, — y.

Se 0 € p(A) si applica A~! e si ottiene Az, — A~ly, dato che A & chiuso ne segue
r € D(A) e Az = A~y cosicché © € D(A?) e A%z = y. Nel caso generale sia A € p(A).
Applicando R(\, A) a A2z, si ottiene AR(\, A)Ax, — Az, — R()\, A)y per cui Az, —
MR\, A)z — R(\, A)y. Nesegue v € D(A) e Az = R(\, A)(AAx —y) cosicché z € D(A?)
e A2r = AR\ A) =Mz —y) =Mz — MMz —y)=y. ®

Dimostrazione del teorema 3.2.1 — Per quanto riguarda la necessita delle condizioni, la
(i) segue dalla proposizione 3.1.5, la (i) e la (ii) seguono dalla proposizione 3.1.17.

Per quanto riguarda la sufficienza, si dimostrera che per ogni z € X e per ogni t > 0
esiste il limite lim,, o, €472, che chiameremo T'(t)z, e che la funzione T'(-) & un semigruppo
con le proprieta enunciate.

Dividiamo la dimostrazione in vari passi.

Primo passo. Vale la stima
e || < Men™s, ¥neN, n>w. (3.2.5)

Infatti essendo

> 2ktk pk
etAn = e_ntetn2R(n7A) — 6—nt Z M

k! ’
k=0
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dallipotesi (3.2.1)(iii) si ottiene

thk 2
et < Me™ ntz T = Me ™en—w = Men—w.
(n —w)

Secondo passo. Esiste una funzione continua C' : [0,+00) — [0,+00) tale che per ogni
x € D(A?) si ha

[m —nf

etAng — etAmy

|A%z| Vm,n > w. (3.2.6)

Si ha infatti, posto u,(t) = ez,
%(un(t) —um(t)) = An(un(t) — um(t)) + (An — Am)um(t).

Scriviamo meglio (A, — Ap,)x. Se x € D(A) si ha
(Ap, — An)r = AMnR(n,A) —mR(m,A))xr = A(AR(n,A) — AR(m, A))x
= (m—n)A?R(n, A)R(m, A)z
e dato che D(A) & denso, si ha
(Ap — Ap)z = (m —n)A?R(n, A)R(m, A)x

per ogni x € X. Ne segue

d

ﬁ(un(t) — U (1) = Ay (un(t) — wum(t)) + (m — n)A2R(m, A)R(n, A)um(t).

Dato che uy,(0) = 4y, (0) dalla formula di variazione delle costanti (1.2.6) si ottiene

tn(t) — i (£) = /0 =40 (1) — ) A2R(m, A)R(n, Ay (s)ds

t
= (n—m)R(m, A)R(n, A)/ elt=5)AngsAm A2,
0
Posto a = sup{|wk/(k —w)|: k €N, k > w}, usando la maggiorazione (3.2.5) otteniamo

t
H/ €(t_8)An€SAmA2.’IJdS
0

e la tesi segue usando le (iii) con k = 1.

t
< M2 / 019005 A2l ds = M24e™ || A2,
0

Terzo passo. Per ogni x € X esiste il limite

lim enz =: T(t)z in C([0,a]; X) per ogni a > 0, (3.2.7)

n—oo
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e Papplicazione T : [0,00) — L£(X), t — T(t) ¢ un semigruppo fortemente continuo
appartenente a G(M,w).

Infatti dal secondo passo segue che per ogni € D(A?) e per ogni a > 0 la successione
{un} & di Cauchy in C([0,a]; X). Dato che D(A?) & denso in X e che ||u,(t)|| < C(a)||z||
per 0 <t < a, ragionando come nel lemma 1.1.5 si vede che per ogni x € X la successione
{up} & di Cauchy in C([0,a]; X), per ogni a > 0. Infatti gli operatori lineari I'y, ,,, : X —
C([0,a]; X) definiti da (I'y, mz)(t) = etAng — etAmy sono tali che limy, ;00 nym@ = 0 in
C([0,a]; X) per ogni z € D(A?) che & denso in X, inoltre la norma di I'y, ,,, ¢ limitata da
una costante indipendente da n e m per la (3.2.5).

La funzione limite 7'(-)z & quindi continua in [0, +00). Poiché e!4» & un semigruppo
per ogni n, passando al limite si trova che anche 7T'(-) ¢ un semigruppo. Infine per ogni
t>0ex e X siha, grazie alla (3.2.5)

IT(t)e] = lim [efa) < lim Mew™s o] = Me! ||
n—oo n—oo

cosicché T'(+) appartiene a G(M,w).
Quarto passo. Se v € D(A), T(-)x ¢ derivabile e risulta

d
—T(t)x =T(t)Az, t>0.
dt
Per z € D(A) poniamo u,(t) = ez e v, (t) = ul,(t) = e/ A, 2. Sappiamo gia che
uy, converge uniformemente a u(t) = 7'(t)z sui compatti di [0, +00). Ora verifichiamo che
lim v, (t) = T(t) Az,

n—oo
e tale limite ¢ uniforme se ¢ varia su un qualunque compatto di [0, +00). Si ha infatti
lon () = T() Azl < e (Ana — Ax)|| + [|(e" = T(t)) Az
Cid implica che u ¢ derivabile (vedi gli esercizi del §1.1.3) e u/(t) = v(t) cosicché u €
C1([0,+0); X).

Quinto passo. A ¢ il generatore infinitesimale di T'(-).

Sia B il generatore infinitesimale di 7'(-). Dal quarto passo segue che B € una estensione
di AN, dato che per € D(A) la funzione t — T'(t)x & derivabile a destra in 0 con derivata
Az. Basta quindi provare che se x € D(B) allora x € D(A). Siano z € D(B) e Ay > w
(quindi \g € p(A) N p(B)). Posto z = Agx — Bz (per cui z = R(\g, B)z) si ha

z=(Xo—A)R(No, A)z = A R(Nog, A)z — BR(X\g, A)z = (Ao — B)R(Xo, 4)=.

Applicando R(Ao, B) si ottiene z = R(Ao, B)z = R(A\og, A)z € D(A). 1

!Cioe D(B) D D(A) e Ax = Ba Yo € D(A). Si scrive anche B D A.
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Corollario 3.2.4. Sia A : D(A) C X — X un operatore lineare. Allora A genera un
gruppo fortemente continuo G(t) se e solo se esistono M > 0, w > 0 tali che

(1)  D(A) é densoin X,
(i)  p(A) D{AeR: |A| > w}, (3.2.8)

(#3i) ||[RF(\, A)| < I/\\ o VEeN, VA>w, VA < —w.
Dimostrazione. Se A genera un gruppo G(t), allora il semigruppo definito da T'(t) =
G(—t), t > 0, & fortemente continuo ed ¢ generato da —A. Quindi sia A che —A soddisfano
le ipotesi (3.2.1), per cui valgono le (3.2.8).

Viceversa, se A soddisfa le (3.2.8) allora sia A che —A soddisfano le (3.2.1) e quindi
generano semigruppi fortemente continui 7'(¢), S(t). Posto G(t) = T'(t) se t > 0, G(t) =
S(—t) se t <0, la funzione ¢ — G(t)z ¢ continua in R per ogni z € X. Inoltre, per ogni
x € D(A) si ha

= LG0T () = —AS@ET(®)x + SO AT )z =0, t> 0

per cui S(t)T(t)xr = x, e analogamente T'(t)S(t)z = ac Dato che D(A) ¢ denso in X
cid & vero per ogni x € X. Quindi S(¢t) = (T(t))~!. Questo implica che G(-) & un
gruppo: infatti 'uguaglianza G(t + s) = G(t)G(s) € ovvia se t e s hanno lo stesso segno;
set >0,s <0et+s >0 abbiamo G(t )G( ) = T(t)S(—s) = T(t)(T(—s))"! mentre
Git+s)=T(t+s)=T(t+8)T(—s)(T(—s))"' =T@)(T(—s))"!; set +s <0 si procede
analogamente. W

Il semigruppo (o il gruppo) generato da A viene spesso chiamato e*4. Ovviamente e*4

non ¢ dato dalla serie esponenziale (1.2.4), a meno che A non sia limitato.

Osservazione 3.2.5. Le condizioni richieste dalle ipotesi del teorema di Hille-Yosida sono
infinite, tuttavia se M = 1 basta evidentemente imporre la (iii) soltanto per k = 1. In tal
caso T € §(1,w).

Definizione 3.2.6. Se Xy é un sottospazio di X e A: D(A) C X — X é un operatore
lineare, la parte di A in Xy & definita da

D(Ao) = {ZL‘ S D(A) : Ax € Xo},

AO : D(Ao) — Xo, on = Axzx.

Osservazione 3.2.7. (cfr. Osservazione 3.1.4) Supponiamo che A sia un operatore li-
neare chiuso in X tale che valgono le ipotesi (ii) e (iii) del teorema 3.2.1 ma non la (i).
Supponiamo cioe che D(A) non sia denso in X. Indichiamo con Xy = D(A) la chiusura
di D(A) in X (Xg ¢ chiuso in X completo quindi ¢ a sua volta uno spazio di Banach) e
con A la parte di A in Xy, cioe

D(Ag) = {x € D(A): Az € D(A)}, Agx = Az, Va € D(Ay).
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Si ha evidentemente
R()‘a A)(XO) - D(AO)vv AE p(A)a

e quindi A soddisfa le ipotesi (3.2.1)(ii)(iii). Proviamo che D(Ag) € denso in Xy. Se
x € Xy, posto al solito z,, = nR(n, A)x si ha z, € D(A), Az, = n(nR(n,A)x —z) € Xp e
quindi z,, € D(Ap). Sappiamo gia che x,, — x per n — oo, dato che D(A) & denso in Xj.
Quindi D(Ap) & denso in Xj.

In definitiva, 'operatore Aq verifica le ipotesi del teorema di Hille-Yosida nello spazio
Xy, e quindi genera un semigruppo Ty(t) in Xj.

Esempio 3.2.8. Ricostruiamo il gruppo delle traslazioni T'(¢) f(§) = f(£ +t) in BUC(R)
partendo dal generatore A : D(A) = BUCY(R) — BUC(R), Af = f’. A & chiuso e ha
dominio denso, inoltre (cfr. esercizio 5, §2.1.1) p(A) D C\ iR e si ha R(\, A)f = gy, dove

/ M=) f(s)ds, se Red > 0,
3
g(&) =

£
/ ME79) f(s)ds, se Re < 0.

Vale comunque ||[R()\, A)|| < |\~ per A reale # 0. Quindi A verifica anche I'ipotesi
(3.2.8)(ii), con M =1, w = 0. Se T'(t) ¢ il gruppo generato da A, si ha d/dtT(t)f = Af
per ogni f € D(A) e quindi, posto u(t, &) = (T'(t) f)(€), u & di classe C*! e soddisfa

ut(t7§) = ’Uf(t,f), tv § € R:

Questo problema di Cauchy si risolve facilmente: posto infatti v(¢,&) = u(§ —¢,£+1¢), v e
di classe C' e vy(t, &) = 0, quindi v(t, &) = v(&,€) = u(0,2¢) = £(2¢) per ogni (¢,£) € R%.
Tornando alla u si ottiene u(t,&) = v((§ —t)/2,(§ +1)/2) = f(£+t) e quindi T'(t) ¢ il
gruppo delle traslazioni.

Consideriamo ora X = LP(R), con 1 < p < co. In questo caso il dominio D(A) della
realizzazione della derivata prima in X ¢ lo spazio di Sobolev W1P(R), che ¢ denso in X,
e la derivata ¢ ovviamente da intendersi in senso debole. Allora A ¢ un operatore chiuso,
vedi esempio 1.1.3. Osserviamo ora che per ogni f € X e per ogni A # 0 la funzione g,
definita sopra € in LP(R). Infatti se A > 0 si ha gy = @)\ * f con p)(§) = e)‘gx(_oqo) &)
che appartiene a L*(R). Si ha dunque (vedere per es. [4, Th. IV.15])

1
laxlly < lexllsllfllo = S fllp

(una maggiorazione analoga vale se A < 0). La verifica che g, € D(A) e che Agy\ —
gy = f si puo fare in due modi: o direttamente, usando la definizione di derivata debole,
oppure approssimando f con una successione di funzioni f,, in C§°(R), che ¢ denso in X,
osservando che le corrispondenti gy, risolvono g}, = Agx, — fn in senso stretto e quindi
anche in senso debole, e usando il fatto che 'operatore A ¢ chiuso.
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Inoltre gy € I'unica soluzione dell’equazione del risolvente: se A\g — Ag = 0 allora g & di
classe C* e quindi risolve I’equazione in senso stretto. Pertanto dovra essere g(z) = celx
ma 'unica costante ¢ possibile affinché g € LP(R) ¢ ¢ = 0.

Di conseguenza A genera un gruppo 7'(t). Abbiamo appena visto che T'(¢)f(§) =
f(§+t) per ogni f € C§°(R). Ancora per la densita di C5°(R) si ottiene T'(¢) f(§) = f({+1)

per ogni f € X.

Esempio 3.2.9. Equazione del calore in R. Sia ancora X = BUC(R), e sia A definito
da
D(A) = BUC*(R), Af=f".

A & un operatore chiuso e con dominio denso. Lo spettro di A (cfr. esercizio 6, §2.1.1) &
la semiretta (—oo,0] e per A € C\ (—o0, 0], ponendo

_ L =V x|
pa(z) = Wit :

si ha
R()‘u A)f 2% f7

ossia

(ROA)N) = 5 ( [ ey | +°° em-wf(y)dy) .

Poiché [|g * flloo < |lgllz1]1f]loc Per ogni coppia di funzioni g € L', f € L*°, si ha

1 [t 1
R\ A < = / e VNl = e
IR, A< lleallz ol o [\ cos 6/2

essendo 6 = arg \. In particolare, se A & reale positivo si ottiene

1RO AN < 5,
e quindi anche la (3.2.1)(iii) ¢ verificata.

Anche in questo caso si ha una espressione relativamente semplice per et?, data dalla
formula (3.1.9) con n =1 (cfr. esercizio 2, §3.1.3).

Nel caso X = LP(R) con 1 < p < oo si ragiona come nell’esempio precedente, e si vede
che la realizzazione della derivata seconda in X, con dominio D(A) = W2P(R), genera un
semigruppo T'(t) che anche in questo caso ¢ dato dalla formula di rappresentazione (3.1.9)
con n = 1.

Gli esempi appena visti sono fra i pochi casi in cui l'equazione v/ = Auw si risolve
facilmente. In generale risolvere il problema di Cauchy u/(t) = Au(t), u(0) = z & piu
difficile che risolvere ’equazione del risolvente Ax— Az = y. Basti pensare agli esempi in cui
X & uno spazio di funzioni definite su R o su un intervallo e A & un operatore differenziale:
allora ’equazione del risolvente ¢ un’equazione differenziale ordinaria, mentre il problema
di Cauchy & un problema a derivate parziali (¢’ in piu la variabile t).
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Esempio 3.2.10. Equazione del calore in un intervallo con condizione di Dirichlet. Sia

X = Co([0,7]) = {f € C([0,7]) : f(0) = f(m) =0}, e
D(A) = {f € C*([0,7]) : £(0) = f(m) =0, f'(0) = f"(m) =0}, Af=f".

Allora 0(A) = {-n? n € N} (cfr. esercizio 9, §2.1.1). Per maggiorare la norma di
R(M\, A)f quando A > 0 osserviamo che basta considerare il caso in cui f ha valori reali
perché se f = f1 +ify con fi1, fo reali si ha R(A\, A)(f1 +if2) = R\, A)f1 +iR(\, A)fa,
e sia R(A\, A)f1 che R(\, A) fo hanno valori reali. Data f € X \ {0} con valori reali, allora
u = R(\, A)f & una funzione di classe C?, non identicamente nulla, che soddisfa

M —u"=f 0<z<m,

u(0) =u(mr) =0
Sia z( tale che |u(zg)| = |lul|oo: allora xy & punto di massimo o di minimo per u, ed
appartiene a (0, ) dato che u(0) = u(mw) = 0 e u non ¢ identicamente nulla. Se zg ¢ punto
di massimo si ha u(zg) = ||ul]|ec > 0, u”(z0) < 0, e dall’equazione si ottiene
f(@o) _ Ifll
< < - .
Analogamente, se zg ¢ punto di minimo si ha u(zg) = —||ul|e < 0, ' (x0) > 0, e
dall’equazione si ottiene
f(xo) o [l
— > > — .

In ogni caso si trova dunque ||ul|co < ||f]loo/A, per cui
1
IROLA) < 5. ¥A>0.

(Si poteva giungere alla stessa conclusione scrivendo espressione esplicita di R(\, A)f e
maggiorando, vedi Cap. 4). Quindi A soddisfa (3.2.1)(ii)(iii). Inoltre si vede facilmente
che il dominio di A ¢ denso in X (basta verificare che C§° € denso). Di conseguenza A
genera un semigruppo fortemente continuo 7'(t) in X. Per ogni uy € D(A) la funzione
u(t,x) = (T(t)f)(x) & derivabile una volta rispetto a t e due volte rispetto a = con derivate
continue, ed & 'unica soluzione dell’equazione del calore

up(t,x) = uge(t,z), t>0,0<z<m,
u(0,2) = ugp(z), 0 <z <m, (3.2.9)
u(t,0) = u(t,m) =0, t>0.

Si trovano conclusioni simili se scegliamo X = LP([0,7]) con 2 < p < oo, e definiamo

A come
D(A) = W2P([0,7]) N Wy P ([0,7]), Af=f".
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Anche in questo caso basta considerare funzioni f con valori reali, per cui la funzione u =
R(M\, A)f ha valori reali. Moltiplichiamo l'identitd Au — u” = f per |u|P~2u e integriamo;
si ottiene

/W(A\U(w)\pdﬂ: — (@) |u(2) P u(z))dz

0
_ ﬂuxpx _ ﬂu/;c2ump72x: " ) |u(x) P 2u(x)dz
A/O|<>rd+<p 1)/0 (2)2u(z) P2 /Of()!()! (2)d

La funzione x — |u(z)[P~2u(z) appartiene a L®~Y/P(0,7) = L¥ (0, 7); usando la disu-
guaglianza di Hoélder si ottiene

T / 1 l/p/ 1
Alull? < ||f||( /0 )P O >) —

||f||

e quindi

IR, A)fI| = lfull <

Nel caso p = 2 usando la serie di Fourier di soli seni in (0, ) si verifica che
2 > 2 4
(e f)(z) = = Z -k t</ f(n)sinkn dn) sinkx, t>0. (3.2.10)
T el 0

Nel capitolo successivo vedremo ulteriori risultati sull’equazione (3.2.9).

Esempio 3.2.11. Sia ora X = C([0,7]), e

D(A) ={f e C*([0,7]): f(0) = f(m) =0,}, Af=f".

Si ha ancora o(A) = {—n?; n € N}, e gli stessi argomenti dell’esempio precedente provano
la maggiorazione ||R(\, A)|| < 1/A per A > 0, cosicché A soddisfa (3.2.1)(ii)(iii). Pero il
dominio di A non & denso in X, dato che & costituito da funzioni che si annullano in 0 e
in 7. Quindi A non genera un semigruppo fortemente continuo.

Vedremo in seguito che A genera (in un senso appropriato) un semigruppo T'(t) tale
che per ogni f € X la funzione ¢ — T'(¢)f ¢ analitica per ¢ > 0 ma non ¢ necessariamente
continua fino in 0.

Osservazione 3.2.12. Sia X uno spazio di Hilbert. Sia T'(¢) un semigruppo fortemente
continuo appartenente a G(1,0) e sia A il suo generatore. Se x € D(A) si ha

NPT
Re (Az,x) = hlh%l+ Re <T(h)x;bx> [E4]
%

per cui

Re (Az,xz) <0, Vx € D(A). (3.2.11)
Gli operatori che soddisfano (3.2.11) sono detti dissipativi.
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Viceversa, se A & un operatore chiuso con dominio denso in uno spazio di Hilbert X
che verifica (3.2.11) e tale che p(A4) D (0, +00), allora A verifica la (3.2.1)(iii) con M =1,
w = 0 e quindi verifica tutte le ipotesi (3.2.1). Infatti per A > 0, y € X si ha, posto
x = R(\ Ay,

M|zl < ReAllz|* — Re (Az,z) = Re (Az — Az, z) = Re (y,z) < |yl ||
per cui [lz]| = [|R(X, A)yll < [lyl/A-
Esempio 3.2.13. Equazione di Schrédinger. Sia X = L?(0,7) e sia
D(A) = H*(0,7) N HY(0,7), Af =if".

Risulta (cfr. esercizi 3 e 9, §2.1.1) 0(A) = {—in?: n € N}, e per ogni f € D(A)

e (ar, ) =Re (i [ s@7@0a€) =re (i [ I7Pac) =0

per cui A e —A soddisfano (3.2.11). Per l'osservazione 3.2.12, A genera un gruppo forte-
mente continuo. Quindi per ogni f € H2(0,7) N Hy (0, ) esiste unica u € C1(R; L?(0, 7))
N C(R; H2(0,m) N H}(0,7)) tale che posto u(t,€) = u(t)(€) si ha

o 19) =i (1.0, 1€ R, €€ (0.m)a o,

u(t,0) =u(t,m) =0, teR,

[ u(0,§) = f(£), £€(0,m).

Essendo w = 0, M = 1 risulta inoltre [[u(t, )|z20x) < Ifllz200,m)s lue(t )lr20m =
luee(t, )l L2 (0,7) < 1"l L2(0,x)> Per ogni t € R.

Una generalizzazione dell’esempio 3.2.13 e il seguente risultato, dovuto a Stone.

Teorema 3.2.14. Siano H uno spazio di Hilbert complesso, D(A) C H denso e A :
D(A) C H — H operatore autoaggiunto. Allora B = 1A genera un gruppo et di operatori
unitari.

Dimostrazione — Dato che ogni operatore aggiunto e chiuso, allora A & chiuso e
quindi B & chiuso.

Verifichiamo che R \ {0} & contenuto nell’insieme risolvente di B.

Dato che A & autoaggiunto si ha (Az, x) € R per ogni z € D(A) e quindi Re (Bx,z) =0
per ogni € D(A) = D(B). Ne segue (vedi la dim. dell’osservazione 3.2.12) che A\ — B
e —AI — B sono iniettivi per ogni A > 0, e che ||[(\] — B)~'z| < |lz|/)\, per ogni x €
(M — B)(H), ||(M + B)™z|| < ||z||/), per ogni x € (A + B)(H). Da cio segue che le
immagini di A\l — B e —A\I — B sono sottospazi chiusi di H (cfr. esercizio 12, §3.2.1).
Per dimostrare che A\I — B e —AI — B sono surgettivi basta quindi verificare che le loro
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immagini sono sottospazi densi. Sia y ortogonale all’immagine di Al — B, si ha allora
(\x — Bx,y) = 0 per ogni z € D(B), per cui

y € DA — B*), \y— B*y=Ay+ By =0,

e dato che A\I 4+ B ¢ iniettivo, y = 0. Ne segue che I'immagine di A\I — B ¢ densa in
H. Allo stesso modo si verifica che 'immagine di AI + B ¢ densa in H. Di conseguenza
RA\A{0} € p(B).

Per losservazione 3.2.12 sia B che —B generano semigruppi appartenenti a G(1,0).
Per il corollario 3.2.4, B genera un gruppo di operatori unitari (cio¢ di norma 1). Cfr.
esercizio 7, §3.1.3. W

Esempio 3.2.15. Equazione delle onde. Sia X = H}(0,7) x L?(0,7). Definiamo un
prodotto scalare in X ponendo

<< Zi ) ) ( Zi >> = /07r uy (§)uh(€)dE + /07r v1(€)va(€)dE.

Sia A la realizzazione della derivata seconda in L?(0,) con condizione al bordo di Diri-
chlet, cioe (cfr. esempio 3.2.10)

D(A) = H*(0,7) N Hy(0,7), Af =f",

e definiamo un operatore A in X come

D) = (0.7 n 0.0 < ol (0 ) = (G o) ()= ()

v v U

(3.2.12)
Il dominio di A ¢ denso in X. Inoltre si vede facilmente che lo spettro di A & contenuto
in iR (cfr. esercizio 13, §3.2.1), e che

R(\A) = ( jl i >R(A2,A), se Re X # 0.

Inoltre se (u,v) € D(A) si ha

<A( : ) , ( , )> = [y (©u(E)de + [ u(€)v(€)de

= [TV (W (E)dE — [T u/(€)v/(€)dE € iR.

L’Osservazione 3.2.12 implica allora che A genera un gruppo fortemente continuo. Ne
segue che per ogni f € H?(0,m) N H}(0,7) e per ogni g € H([0,7]) esiste un’unica
funzione u € C?(R; L%(0,7)) N CY(R; HY(0,7)) N C(R; H*(0,7)) tale che u(t, &) = u(t)(€)
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verifica
( 0%u d%u R
5 (6O =55 (19, teR €€ (O0m) a ov.

u(t,0) =u(t,m) =0, t R,

u(0,6) = 7€), 5 (0,6) =9(6), € € (0,m)

Si ha ancora M = 1, w = 0, e quindi [u(t,)||g10,x) + lue(t, Mrzox) < 1fllmr0m +
190l 20,7y [l (, )||L2(0ﬂ' + lue(t, e om) < 11" 200,m) + 9l 2 (0,m), Per ogni t € R.

Osservazione 3.2.16. Negli esempi precedenti abbiamo visto vari semigruppi 7'(¢) for-
temente continui in X = LP(I) con 1 < p < oo, dove I C R & un intervallo. Per questi
semigruppi, se f appartiene al dominio del generatore, la funzione U(t) = T'(t)f appar-
tiene a C*([0, +o00); LP(I)). Verifichiamo ora che se U € C1([0, +oc); LP(I)) allora posto
come al solito u(t,&) = U(t)(&) per t > 0, £ € I, la funzione u € derivabile in senso debole
rispetto a ¢, e la derivata debole ¢ data da U’(t)(£).
Per ogni p € C°((0, +00)xI), la funzione t — U(t)p(t, -) appartiene a C*([0, +o00); LP(I))

e vale

SUDp(t,) = U'(0)p(t,) + Ut)pe(t )

(questo si vede usando la definizione) per cui, integrando su [0, 7] con T abbastanza grande
in modo che il supporto di ¢ sia contenuto in (0,7) x (a,b)

T
/O (U ()p(t,) + Ut)pe(t, -))dt = U(T)p(t, ) = U(0)(0,) = 0.

Questa & una uguaglianza in LP(I). Integrando su [a, b] otteniamo

// U'(t)(&)p(t,&)dtdé = — // (t, &)y (t, &)dt d€
// U'(t)(&)(t, &)dt dE = — // u(t, &) pe(t, €)dt dé

il che significa che la funzione (t,§) — U’(t)(§) ¢ la derivata debole di u rispetto a ¢.
Quindi le derivate u; che compaiono negli esempi 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11, 3.2.13,
3.2.15 sono anche derivate deboli.

ossia

3.2.1 Esercizi

1) Dimostrare che se A genera un gruppo fortemente continuo appartenente a G(1,w)
allora A? genera un semigruppo fortemente continuo appartenente a 9(1,w2).

2) Usando la tecnica dell’esempio 3.2.10, dimostrare che gli operatori

A:D(A) = {f € C*([0,]) : f'(0) = f'(m) =0} = C([0,x]), Af=f",
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Ap: D(Ap) = {f € W?P(0,m) : f'(0) = f'(m) = 0} = LP(0,m), Af =",

con p > 2, generano semigruppi fortemente continui negli spazi C([0,7]), LP(0,7) rispet-
tivamente.

3) Verificare che per T' > 0, 1 < p < oo l'operatore A : D(A) = {f € WL'P(0,T) :
f(0) = f(I} — LP(0,T), Af = f’ soddisfa le condizioni del teorema di Hille-Yosida.
Suggerimento: per dimostrare che ||R(X, A)|| < 1/X per ogni A > 0 moltiplicare ambo i
membri di Mu —u' = f per |ulP~2u (se p > 1), per signu se p = 1 e integrare

4) (Generalizzazione dell’esempio 3.2.10) Studiare ’equazione del calore in (0,7) con la
condizione al bordo di Dirichlet v = 0 sostituita dalla condizione di Neumann u¢ = 0,
negli spazi X = C([0,7]), X = LP(0, 7).

5) Con riferimento all’esempio 3.2.15, determinare lo spettro dell’operatore A definito in

(3.2.12). Dimostrare che

R(\A) = ( jl i >R(A2,A), se Re A # 0.

6) Sviluppare in dettaglio esempio 3.2.8 nel caso X = LP(R).

7) (Una generalizzazione delle approssimanti di Yosida in R) Sia f : R — R una funzione
continua e decrescente. Dimostrare che per ogni € R, per ogni n € N I’equazione

1
rp — —f(an) =2
n
ha un’unica soluzione z,,. Posto
n

fu(z) = f(zn), x€R,

dimostrare che ogni f,, & decrescente e lipschitziana, con costante di Lipschitz < n, e che f,
converge uniformemente a f su ogni compatto di R; se inoltre f € BUC(R) la convergenza
¢ uniforme su R. Osservare che nel caso in cui f(z) = —az con a > 0 le funzioni f, sono
le approssimanti di Yosida di f.

8) Dimostrare che se X & uno spazio di Banach e T': D(T) C X — X & un operatore
lineare chiuso iniettivo con inverso continuo (ossia esiste C' > 0 tale che ||z|| < C||Tz|| per
ogni x € D(T)) allora 'immagine di 7" ¢ un sottospazio chiuso di X. (Questo fatto & usato
nella dimostrazione del teorema 3.2.14).

9) Data f : R + R uniformemente continua e limitata dimostrare che la successione di
funzioni

fulz) = n/+<>0 e"T9) f(s)ds, x € R,

converge a f uniformemente per n — oo, in due modi: direttamente, e usando il lemma
3.2.2.
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10) Usare 'osservazione 3.1.11 e gli esempi di questa sezione per dimostrare che per ogni
p>1siha
1/2 1/2
1£0ee < 2AFIL2 07N Y € W2P(R);

1" e < 2 AN L1302, Y € WAP(R).
L’analoga disuguaglianza
1o < 20 FIL2IF7 12, VF € C2(R)

€ vera, ma non importa scomodare la teoria dei semigruppi per dimostrarla: basta usare
direttamente la formula di Taylor di f, f(x 4+ t) = f(x) +tf'(z) + t2f"(£)/2, procedendo
poi come nell’osservazione 3.1.11.

11) Sia ¢ : R — R una funzione continua, e sia X = Cy(R). Poniamo
DA)={ueX: q-ue X}, (Au)(s)=q(s)u(s), seR.
Dimostrare che

(i) se q ¢ illimitata superiormente, A non ¢ il generatore di alcun semigruppo fortemente
continuo;

(ii) se ¢ ¢ limitata superiormente, A genera un semigruppo appartenente a §(1,w) con
w = supg;

(iii) nel caso (ii), il semigruppo generato da A & dato da (T'(t)f)(s) = e'4®) f(s).

3.3 Problemi non omogenei

Consideriamo il problema di Cauchy non omogeneo

u'(t) = Au(t) + f(t), 0<t<T,
(3.3.1)
u(0) =z,

dove A : D(A) C X — X e il generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente
continuo 4, T'> 0, f: [0,T] — X & continua e z € X.

Definizione 3.3.1. Siano T' > 0, f : [0,T] — X una funzione continua, e sia © € X.
Allora:

(i) Una funzione u € C1([0,T); X) N C([0,T]; D(A)) ¢ detta soluzione stretta di (3.3.1)
in [0,T) seu'(t) = Au(t) + f(t) per ognit € [0,T], e u(0) = z.

(i) Una funzione u € C([0,T]; X) tale che u(0) = x é detta soluzione forte di (3.5.1) in
[0, T se esiste una successione {uyynex € CL([0,T]; X) N C([0,T]; D(A)) tale che

ul, — Au, — f in C([0,T]; X) per n — +o0,

up, = w in C([0,T]; X) per n — +o0.
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Dalla definizione 3.3.1 segue immediatamente che se il problema (3.3.1) ha una solu-
zione stretta allora x € D(A).

Vedremo che se (3.3.1) ha una soluzione forte (a maggior ragione, se ha una soluzione
stretta) u, allora u ¢ data dalla formula di variazione delle costanti

t
u(t) = ez +/ =941 (s)ds, 0<t<T. (3.3.2)
0

Tutte le volte che I'integrale in (3.3.2) ha senso, la funzione u definita in (3.3.2) ¢ detta
soluzione mild di (3.3.1).
Poniamo

My = sup HetAH.

0<t<T
Lemma 3.3.2. Se f:[0,7] — X ¢é continua, la soluzione mild u di (3.3.1) & continua in
[0,T] con valori in X.

tA

Dimostrazione. Sappiamo gia che la funzione ¢t — €'z & continua, resta da considerare la

funzione .
v(t):/ =4 f(5)ds.
0

La funzione (r,s) +— €™ f(s) & continua in [0, +00) x [0,T], e la sua restrizione a [0, 7] x
[0,T] & uniformemente continua. Per ¢, ty € [0,7] si ha, se t > t,

to t
() — v(to)] < / el £(s5) — o= £(s) | ds + / =4 1(s) | ds
0 to

< Tsup{He”Af(s) — eTQAf(s)H c 1, 2 €00, |r — 1| <t —to}

+(t —to) Mo supf| f(s)[| : 0 <5 <T}

e la tesi segue. W

Proposizione 3.3.3. Siano x € D(A), f € C([0,T); D(A)) oppure f € C*([0,T]; X).
Allora il problema (3.3.1) ha un’unica soluzione stretta, data dalla formula (3.5.2).

Dimostrazione. Supponiamo f € C([0,T]; D(A)). Osserviamo che (r,s) — e f(s) &
continua in [0,7
times[0,T] con valori in D(A), cosicché la stessa dimostrazione del Lemma 3.3.2 implica
che u data da (3.3.2) ¢ continua con valori in D(A). Inoltre si ha u(0) = .

Dimostriamo che u ¢ derivabile e che v’ = Au + f. Per questo basta verificare che la
funzione

v(t) = /Ot A f(s)ds, 0<t<T (3.3.3)

& derivabile, e che v' = Av + f. Per t € [0,T], h > 0 tale che ¢t + h € [0,7] si ha

B t hA _ t+h
vt +h) —v(t) _ /O 1 T sy ds 4 [ I () s
t

h h
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Per h — 0 il primo integrale tende a Av(t). Infatti la norma della differenza

oo (S ) - ass))

tende a 0 per ogni s € [0, 1] ed ¢ maggiorata da 2Mo supg<s<7 [|Af(s)]|. Il secondo integrale
tende a f(t), essendo per t < s <t+h

Je =4 1 (s) — IO < (| HIAf(s) = S|+ P IAF (1) — A F ()]

che tende a 0 per h — 0, e

. 1 t+h (t—s)A s —
Jim 5 [y s = (0.
Quindi v & derivabile a destra in ogni ¢t € [0,7T). La derivata destra v' = Av+ f & continua
con valori in X perché v & continua con valori in D(A).

Per quanto riguarda la derivata sinistra o si ragiona in modo analogo oppure si usa il
fatto che se una funzione continua con valori in uno spazio di Banach ha derivata destra
continua allora & derivabile (cfr. esercizio 4, §3.1.3).

L’unicita della soluzione stretta & una ovvia conseguenza dell’unicita nel caso omoge-
neo. Vedi l'osservazione 3.1.8.

Il caso in cui f € C1([0,7]; X) & simile ed & lasciato per esercizio. W

Nel caso in cui f sia solo continua con valori in X si riesce a provare 'esistenza della
soluzione forte.

Proposizione 3.3.4. Siano x € X, f € C([0,T];X). Allora il problema (3.3.1) ha
un’unica soluzione forte, data dalla formula (3.5.2).

Dimostrazione. Sia u data dalla formula (3.3.2). Per n € N, n > w poniamo
Tn = nR(n, A)xa fn(t) = nR(n, A)f(t)a ’Um(t) = ’IZR(TL, A)U(t)

Si ha dunque
¢
un(t) = e, —l—/ =94y (s)ds, 0<t<T. (3.3.4)
0

Dato che z,, € D(A) e f, € C([0,T]; D(A)), per la proposizione precedente u,, € C*([0,T];
X) e ul(t) = Auy(t) + fn(t) per ogni t. Inoltre f, converge uniformemente a f (di-
mostrarlo), u, converge uniformemente a u, per cui u ¢ soluzione forte del problema
(3.3.1).

Proviamo 'unicita. Sia u una soluzione forte e sia {uy, },en una successione come nella
definizione 3.3.1(ii). Posto u), — Au,, = fpn, n = u,(0) vale la (3.3.4) e passando al limite
per n — oo si ottiene la (3.3.2). W
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Per la soluzione forte (e a maggior ragione, per la soluzione stretta) di (3.3.1) vale
dunque la maggiorazione

()] < Mo(uwn - uf<s>||ds), 0<t<T. (3.3.5)

Osserviamo infine che se f € C([0,7]; X) in generale la soluzione forte non ¢ stretta,
neanche se x € D(A). Per esempio per z = 0 e f(t) = "y, con y ¢ D(A), si ha
u(t) = tety che non ¢ derivabile per nessun valore di ¢ > 0.

3.3.1 Esercizi
1) Dimostrare la proposizione 3.3.3 nel caso in cui f € C1([0, T]; X).

2) Dimostrare che se f € C([a, b]; X) allora la successione di funzioni f,,(t) = nR(n,a)f(t)
converge a f in C([a,b]; X) (questo fatto e usato nella dimostrazione della proposizione
3.3.4).

3) Studiare l’equazione delle onde non omogenea

0* 0?
2 (08 = 5 (LO+ (16, 1ER E€(0m) g ov,

u(t,0) = u(t,m) =0, teR,

[ 0,6 = wo(€), T0(0,6) = g(€), €€ (0,7,

servendosi della proposizione 3.3.3 e dell’esempio 3.2.15.

4) Dimostrare che se x € D(A) e f € C([0,T]; D(A)) allora la funzione u data dalla formula
di variazione delle costanti (3.3.2) ¢ continua con valori in D(A) (cfr. dimostrazione della
proposizione 3.3.3).
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Capitolo 4

Semigruppi analitici

4.1 Definizioni e proprieta fondamentali

Sia X uno spazio di Banach complesso, con norma || - ||. Ci occuperemo del problema di

Cauchy
u'(t) = Au(t), t > 0;

u(0) = =,
dove A: D(A) C X — X & un operatore settoriale.

Definizione 4.1.1. Un operatore lineare A : D(A) C X — X si dice settoriale se esistono
costantiw € R, 6 € (w/2,7), M > 0 tali che

(i) P(A) D Spo = A€ C: A #w, farg(A —w)| < 0},

(4.1.1)

M
’ oo |
(i) RO A < (1o VA€ Sow

Notiamo che se in pit D(A) ¢ denso e M = 1 allora A ¢ il generatore infinitesimale
di un semigruppo fortemente continuo. Anche nel caso M = 1, se D(A) non & denso
allora A non puo generare un semigruppo fortemente continuo, perché per il teorema di
Hille-Yosida la densita del dominio ¢ una condizione necessaria.

Per ogni t > 0, (4.1.1) ci permette comunque di definire un operatore lineare limitato

e!4 in X, per mezzo dell’integrale di Dunford
1
e = / eAR(N, A)d\, t >0, (4.1.2)
27 Sy,

dover > 0,n € (1/2,0), e vy € lacurva {\ € C: |arg\| =17, [\| > r} U{A € C: |arg\| <
7, |A| = r}, orientata in senso antiorario. Poniamo inoltre

Oy =, Vre X. (4.1.3)

73
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Osserviamo che 'integrale improprio in (4.1.1) & convergente poiché la norma della fun-
s

zione integranda sulle due semirette ¢ maggiorata da exp(t|A|cos®)M/r, con § > 7.
Parametrizzando v, , + w in modo ovvio si ha, per ¢ > 0,
wt

“+oo . . .
oA € < - / elScosn=iesinmi Ry 4 ge™™M A)e~Mdg

T 2mi

n o ) ) +oo L ) )
+/ e(r Cos a+ir sin oc)tR(w + Tewé, A)irew‘da + / e(§COSU+ZfSIHW)tR(w + fem’ A)e’"df) ]
-n

Inoltre, dato che la funzione A — e*R(\, A) & olomorfa in So.w, la definizione di et &
indipendente dalla scelta di 7 e n. Si ha infatti, per 7/2 < n; < 3 < 0,
/ e R(\, A) d) — / PR\ A)d\= lim [ PR\ A)d\=0
Yrim tw Yromg tw nmeeJen

dove C,, la curva chiusa ottenuta raccordando {\ € v, p, +w : |A| <n} —{A €y +w:
IA| < n} con due archi di circonferenza di centro w e raggio n. L’integrale lungo C), fa
zero per ogni n, dato che I'integrando & una funzione olomorfa.

Il seguente teorema illustra le proprieta fondamentali di e*4.

Teorema 4.1.2. Sia A un operatore settoriale e sia et definito da (4.1.2). Allora valgono
le affermazioni sequenti.

(i) etz € D(AF) per ognit >0, x € X, k € N. Se x € D(A*), allora
AbetAy — etAAkx, Vvt > 0.
(ii) ethesA = et+9)A Vi s> 0.
(iii) Esistono costanti My, My, Ma, ..., tali che

(a) |le"leex) < Moe®!, t>0,
(4.1.4)
(b) [[t"(A = wD) e | gx) < Mye®', ¢ >0,

dove w ¢ la costante in (4.1.1). In particolare, da (4.1.4)(b) seque che per ognie > 0
e k € N esiste Cj, . > 0 tale che

[tF AR o () < Che™ T > 0. (4.1.5)

(iv) La funzione t — et appartiene a C*((0, +o00); £L(X)), e vale
dk
dtk

inoltre ha una estensione analitica e** nel settore S0,0—r/2, € per 2 = pei € S0,0—m/25
0 € (r/2,0 — «) risulta

et = Aketd >0, (4.1.6)

21

1
Ao 1 / AR\, A)d,
’ymg/er
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Dimostrazione. Per semplificare la dimostrazione supponiamo che w = 0; osserviamo che
ci si puo ricondurre facilmente a questo caso cambiando A con A — wl.

Dimostriamo (i). Usando pid volte l'identita AR(X, A) = AR(\, A) — I, che vale per
ogni A € p(A), segue che per ogni z € X, e!4z appartiene a D(A*) per ogni k € N, e che

Akgtd = L / MeAR(N, A)dA.
211 o

T,n

Se z € D(A), Puguaglianza Aet4z = ¢4 Ax segue dalla Definizione 4.1.2 ricordando che
AR(N\, A)x = R(\, A)Az. Per k > 1, (i) si dimostra per ricorrenza.

Dimostriamo (ii). Per ¢, s > 0 si ha

2
et = (1> / e)‘tR()\jA)d)\/ M R(p, A)dp,
Yrn

2T
Yar,n!

con ' € (§,7). Ne segue, ricordando I'identita del risolvente,

lAgsA  _ (217”>2/ / HMus B ) f( )d)\duz
Yron Y Yoy
1\2
- () /.
1 2
() |,

dove si sono usate le uguaglianze

d dA
/ ens 2 _ 2mie*, \ € Yrms / M —"_ =0, pe Yor! -
v K= A Yrm K= A

d
MR\, A)dA / eﬂsf_’“‘A

'er,n/

dA
GMSR(M,A)d/L/ P e(tJrs)A’
Yrin K= A

rn’

2r,m’

Proviamo ora (iii). Posto At = ¢, la (4.1.2) diventa

1 d 1 d
etA__/ e£R<€,A>§—,/ €£R<€,A>£_
211 et t t 271 e t t
oo in in +o00 . —in —in
:1(/ 656"R<56 ,A)eds—/ ese "R(Se ,A)e ds+
omi \ J, t t i t t

da cui

HetAH < 1{/+OOM650056dS+/n MercosGdg}.
T |/, S —n



76 Capitolo 4

Si prova analogamente che ||Aet4|| < N/t.
Dall’'uguaglianza Ae!4 = ¢4 A su D(A) segue che AFetd = (Ae%A)k per ogni k € N,
cosicché
| ARt || < (NEt~HE = Myt=*.

Dimostriamo (iv). Dalla definizione segue che t — ef4 ¢ derivabile per ¢t > 0 con valori
in £(X), dato che d/dteMR()\, A) = AeMR(\, A) & sommabile su 7,.,,. Si ha quindi

d 1
—eh = / AeMR(A, A)dA
dt 271 .

1 1

= — / MId\ + — / AN R(N, A)d)
211 ~ 211 ~

™n r,n

= Aetd t>0
dato che il primo integrale € nullo. Procedendo per induzione si trova che

dk

ﬁetA = AketA, t > 0.

Sia 0 < a < 0 — /2, e poniamo 7 = § — . La funzione
zA 1 2ZA
z et = — e R(\, A)dA
27i ),

>1

¢ ben definita e olomorfa nel settore
Sa={2€C:2#0, |argz| <0 —7/2 — a}.

L’unione dei settori Sy, per 0 < a < 6 — /2, & Sop-z, € (iv) segue. m

Se A & settoriale, la funzione : [0, +00) — L£(X), t — €4, con e definito da (4.1.2)-
(4.1.3) viene detta semigruppo analitico generato da A in X.

Osserviamo che per ogni € X la funzione t — e!4z & analitica (e quindi continua)
per t > 0, cosicché et4 & fortemente continuo se e solo se

A

lim etz = 2 Vo € X.

t—0
Il comportamento per ¢ vicino a 0 di ez, per z € X, & descritto nella seguente
proposizione.

Proposizione 4.1.3. Valgono le sequenti affermazions.

(i) Se x € D(A), allora lim,_,o+ ez = 2. Viceversa, se esiste y = lim,_,o+ !4z, allora

x € D(A), ey=ux.
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1) Per ogni x € X et >0, l'integrale LesAr ds appartiene a D(A), e
0
t
A/ A ds = e a — x.
0
Se inoltre la funzione s — Ae*Ax ¢ integrabile in (0,¢€) per qualche € > 0, allora

t
ey — o = / AeAzds, t>0.
0

(iii) Se x € D(A) e Az € D(A), allora limy_,+ (e!42 — x)/t = Ax. Viceversa, se esiste

z = limy_,o(e!taz — x)/t, allora x € D(A), e Az = z € D(A).
(iv) Se x € D(A) e Az € D(A), allora lim,_,o+ Aettz = Az.
Dimostrazione. (i) Sia w < & € p(4), 0 < r < £ —w. Per ogni z € D(A), poniamo
y = &x — Az, cosicché x = R(&, A)y. Si ha
1

e = MR Ay = 5 e R(N, A)R(E, A)y dA
211 V4w
N
1 A 1 A
= — et)\R()\’ ) d\ — / et)\R(é" )yd)\
2mi )y, 4w E—A 210 Sy, E—A
1

tA -1
= — R(MNA)(E—A dX.
27TZ ,yr’n_i'_we ( Y )(5 ) y

Ne segue che lim,_,g+ ¢4z = R(¢, A)y = x. Dato che D(A) & denso in D(A), allora (vedere
il lemma 1.1.5) lim,_,o+ ez = 2 per ogni 2 € D(A). Viceversa, se y = lim,_,o+ e*42,
allora y € D(A) perché e!4z € D(A) per t > 0, e fissato un qualunque ¢ € p(A) si ha
R(&, Ay = limy_,g+ R(&, A) et = limy_,gr " R(E, A)z = R(&, A)x dato che R(€, A)x €
D(A). Quindi, y = =.

(ii) Siano § € p(A) e x € X. Per ogni € € (0,t) abbiamo

t ¢
/ eArds = / (€ — A)R(E, A)e*a ds
= g/tR(f, A)e*Axds — /ti(R(f,A)eSAx) ds

t
= ¢ / R(¢, A)e*xds — e R(€, A)x + e R(E, A) .
Dato che R({, A)x appartiene a D(A), facendo tendere € a 0 troviamo

/t e*Axds = ER(E, A) /t eAxds — R(E, A) (e — ). (4.1.7)
0 0
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Quindi, fg e*Axds € D(A), e (€I — A) fg e Aads = ffot eSAads — (et — ), da cui segue
la prima affermazione di (ii). Se in pid s +— [|Aesdz| € L'(0,T), allora s + Ae®x
¢ integrabile in senso improprio su (0,¢) (cfr. esercizio 11, §1.1.3), e possiamo usare il
lemma 1.1.6 per ottenere l'ultima affermazione di (ii).

(iii) Se x € D(A) e Az € D(A), abbiamo

tA

— 1 ¢ 1 [t
crTT_ A/ eSApds = / 5 Axds.
t t° t J

Dato che s — e*4 Az & continua in [0, t] grazie a (i), allora lim,_,o+ (e"z — 2)/t = Ax.
Viceversa, se esiste z = lim;_,o+ (e"z — x)/t, allora lim, g+ e*42 = z, cosicché z,
z € D(A). Inoltre, per ogni £ € p(A) si ha

. €tACL‘ — X

e da (ii) segue

t—0t ¢

R({,A)z = lim 1R(§,A)A/tes‘4x ds = %in&(&R({,A) - I)i/te“‘az ds.
0 - 0

Dato che z € D(A), allora s — €*
e

Az ¢ continua in s = 0, per cui limy_,ot* fg eSAxds = x
R(&,A)z=ER(E, A)r — .
In particolare, x € D(A), e z =&z — ({ — A)z = Ax.

(iv) Si tratta di una semplice conseguenza di (i). W

Osservazione 4.1.4. Sia Xg = D(A), e sia A la parte di A in Xg (vedi definizione 3.2.6).
Grazie alla proposizione 4.1.3(i), el4o & fortemente continuo in Xy. Il suo generatore
infinitesimale ¢ Ay, grazie alla proposizione 4.1.3(iii). In particolare, se D(A) ¢ denso in
X, e & fortemente continuo in X e il suo generatore infinitesimale & A.

Consideriamo ora il problema di Cauchy

u'(t) = Au(t), t >0,
(4.1.8)
u(0) = uo,

con ug € X. Dal teorema 4.1.2 e dalla proposizione 4.1.3 segue che la funzione
u(t) = eug, >0

¢ analitica con valori in X, anzi in D(A), per t > 0, e soddisfa I’equazione differenziale
di (4.1.8). Se inoltre uy € D(A), & anche continua fino in 0 con valori in X, e quindi &

soluzione di (4.1.8). Se in pid ug € D(A), Aug € D(A), & derivabile con continuita fino in
0 e si ha u/(0) = Aug, cioé equazione differenziale ¢ soddisfatta anche in ¢ = 0.
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Sempre per la proposizione 4.1.3, se ug non appartiene a D(A) allora u non ¢ continua
fino in 0, e quindi (anche se e®uy = ug per definizione) il dato iniziale non & assunto nel
senso consueto. Si verifica comunque facilmente che

lim R(\, A)etug = R(A, A)ug (4.1.9)

t—0t
per ogni A € p(A).

Tutte le proprieta che abbiamo visto finora del semigruppo e” si deducono dalle pro-
prieta del risolvente R(\, A) per mezzo della formula di rappresentazione (4.1.2). Vale
anche una specie di viceversa, nel senso che si puo rappresentare R(\, A) tramite il semi-
gruppo e ed alcune delle proprietd del risolvente si possono dedurre dalle proprieta del
semigruppo.

Proposizione 4.1.5. Sia A : D(A) C X — X un operatore settoriale. Per ogni A € C
con parte reale maggiore di w si ha

+00
R\ A) = / e Metdt. (4.1.10)
0

Dimostrazione. Siano 0 <r < ReA —w e n € (7/2,0). Allora

+o0 1 +o0
/ e Meldt = / R(z,A)/ e ML dz
0 27l"l WHYrg 0

_ 1/ R(z, A)(\ — 2)~dz = R(), A).
w+yr,n

2

Corollario 4.1.6. Per ognit >0, et ¢ iniettivo.

Dimostrazione. "4 = I ¢ ovviamente iniettivo. Supponiamo che esistano tg > 0, = # 0

tali che efodz = 0. Allora per t > tg, etdz = et=t0)ActoAy — (. Dato che la funzione
t +— etz & analitica, allora et4z = 0 in (0,400). Dalla proposizione 4.1.5 otteniamo
R(\, A)x = 0 per X\ > w, cosicché x = 0, assurdo. W

Teorema 4.1.7. Sia {T'(t) : t > 0} una famiglia di operatori lineari limitati tali che
t— T(t) e derivabile con valori in L(X), e

(i) T(t)T(s)=T(t+s), per ogni t, s > 0;

(ii) esistono w € R, My, My > 0 tali che |T(t)| < Moe“t, |tT'(t)|| < Mie“t pert > 0;

(i1i) vale una delle sequenti condizioni: (a) esiste t > 0 tale che T'(t) é iniettivo, oppure
(b) per ogni x € X, limy_,o T (t)z = x.
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Allora la funzione t — T'(t) é analitica in (0,400) con valori in £L(X), ed esiste un unico
operatore settoriale A : D(A) C X — X tale che T(t) = e per ogni t > 0.

Dimostrazione. La funzione
+oo
PO = / M7 (t)dt
0

¢ ben definita e olomorfa nel semispazio II = {A € C: Re A > w}. Per dimostrare la tesi e
sufficiente far vedere che

(a) F(X) e estendibile analiticamente a un settore S, ., con angolo n > 7/2, e la norma
[(A = w)F(A)|lz(x) € limitata in Sy, .;

(b) esiste un operatore lineare A : D(A) C X — X tale che F(\) = R(\ A) per
A€ Spw-

Per dimostrare (a), proviamo per ricorrenza che ¢t — T'(t) & differenziabile infinite volte
e si ha
T (t) = (T'(t/n))", t>0, necN. (4.1.11)

L’uguaglianza (4.1.11) & vera per n = 1. Se (4.1.11) vale per n = ng, dall’identita T'(t+s) =
T(t)T(s) otteniamo T(0)(t + s) = T(0) ()T (s) = T("0)(s)T'(t) per ogni t, s > 0, e inoltre,
scrivendo t + h come tng/(ng + 1) +t/(no + 1) + h,

1
; = (no) _ lno)
limy, 0 A (T (t+h)—T (t))

1 tn t t
T 2 7(no) 0 _
hthOhT (n0+1> <T<n0+1+h> T<n0+1)>
_ T/ t no T/ t _ T/ t no+1
ng+ 1 ng+ 1 ng+ 1 ’

cosicché esiste T+ (), e vale (4.1.11) per n = ng + 1. Quindi (4.1.11) vale per ogni n,
e implica che

ITO O < (M /)¢ < (Mre)s"nle, £> 0, n €.

Quindi la serie

oo
z—t)" d"
ST
n!  dt?
n=0
converge per ogni z € C tale che |z — t| < t(Mje)™!, ovvero nel cerchio di centro t e
raggio t(Mie)~1. L'unione di questi cerchi ¢ il settore Sg, o, con By = arcsin(Mje)~t. Di
conseguenza, t — T'(t) ¢ estendibile analiticamente al settore Sg, ¢, e indicando ’estensione
con T'(z) si ha

IT(2)]] < (1~ (eMy) tsin®)evf€? 2 € S 0, 6 = arg 2.
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Spostando la semiretta [0, +00) sulle semirette 73 = {argz = B}, con |3| < By (esercizio
14, §4.1.1), otteniamo che vale (a), per ognin € (7/2, Bp). Si ha infatti, fissato A = w-+pe®®,
con —w/2—fF+6<60<mw/2— -5, 5> 0 piccolo,

too —(w eig elﬂ 7 7
1PV = | / ¢~ PP 0 1B g |

too  ,—€pcos(6+5) 1 1
<[ e <
o 1—(eMp)~lsinp 1—(eMy)~! pcos(6 + )

ed essendo 0 + 5 € [-7/2 4 6, m/2 — §] si ha cos(0 + ) > cos(m/2 — §), per cui ||[F(N)| <
Clp=CJI\—wl.

Dimostriamo (b). E facile vedere che F soddisfa 'identita del risolvente nel semispazio
II: infatti, per A # u, A, u € 11, si ha

+oo +oo
F\)F(u) = /0 e_”\tT(t)dt/O e "T(s)ds

+o0 o +oo (A= _1q
:/ e_“UT(U)dU/ e~ Fmt gy :/ e_“”T(U)eida
0 0 0 A—p

1

= E(F(/\) — F(p)).

Dimostriamo che F'(A) ¢ iniettivo per A € II. Supponiamo che esistano x # 0, \g € II
tali che F'(A\g)x = 0. Dall’identita del risolvente segue facilmente che F'(\)x = 0 per ogni
A € II. Quindi per ogni z’ nello spazio duale X’,

(F(\)z,2') = /0+00 e T (), 2')dt =0, Y\ eIl

Dato che (F(A\)x,2’) & la trasformata di Laplace della funzione scalare t — (T'(t)x,z'),
allora (T'(t)x,2’) = 0 in (0,+00). Dato che 2’ & arbitrario, allora T'(t)z = 0 in (0, +00),
che ¢ impossibile se vale (iii)(a) oppure (iii)(b). Di conseguenza, F'(\) ¢ iniettivo per ogni
A € II. Per la proposizione 2.1.3 esiste un operatore lineare A : D(A) C X — X tale che
p(A) DIl e R(A\, A) = F () per ogni A € II. Dato che F' & olomorfa in Sg, ., dal Corollario
2.1.6 otteniamo che p(A) D Sg, ., € R(A,A) = F(\) per A € Sg,,. L’affermazione (b) &
cosi dimostrata. W

Osservazione 4.1.8. Notiamo che nel teorema 4.1.7 le ipotesi (i) e (ii) bastano per dimo-
strare che il semigruppo ¢ analitico, mentre l'ipotesi (iii) serve per costruire un operatore
settoriale che ne sia il generatore.

Diamo infine una condizione sufficiente, apparentemente piu debole della (4.1.1), affin-
ché un operatore lineare sia settoriale.
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Proposizione 4.1.9. Sia A: D(A) C X — X un operatore lineare tale che p(A) contiene
un semipiano {A € C: Re A > w}, e

[IARON, A)llixy <M, Red > w, (4.1.12)
conw € R, M > 0. Allora A é settoriale.

Dimostrazione. Per le proprieta degli operatori risolventi, per ogni » > 0 l'insieme risol-
vente di A contiene la palla aperta di centro w + ir e raggio |w + ir|/M. L’unione di
queste palle contiene il settore S = {A # w : |arg(A — w)| < m — arctan M}. Inoltre
per A €V ={\:Re \ <w, larglA\ —w)| <7 —arctan2M}, A = w + ir — 0r/M con
0 < 0 <1/2, la formula di sviluppo in serie del risolvente

R A) =Y (=1)"(A = 20)"(R(h, 4))"H!

n=0

con A\g = w +ir da

Mt 2M
(w2 + r2)(n+1)/2 = T

IR A< DI = (w+in)"

n=0
D’altra parte per A = w + ir — 0r/M si ha
r> (1/(4M?) + )72 ) — w),

cosicché ||[R(A, A)|| < 2M(1/(4M?) +1)"1/2|X —w|~!. Ne segue la tesi.

4.1.1 Esercizi
1) Sia A : D(A) — X un operatore settoriale.

(i) Provare che per ogni w € R l'operatore B : D(A) — X, B = A+ wlI, ¢ settoriale, e
che vale p(B) = p(A) + w, !B = evtel4,

(ii) Provare che per ogni a > 0 l'operatore C' : D(A) — X, C = «aA, & settoriale, e

che vale p(C) = ap(A), e = el@)4, Per quali altri o complessi vale la stessa
conclusione?

2) Sia A : D(A) — X settoriale. Dimostrare che se x € X ¢ tale che esista v =

lim,_,q+ Ae!Az, allora x € D(A) e v = Az € D(A).

3) Dimostrare che se A: D(A) C X — X e B: D(B) C X — X sono operatori settoriali
tali che e/t = e'B per ogni ¢t > 0, allora D(A) = D(B) e A= B.

4) Provare che se A : D(A) C X + X & settoriale con w = 0 e § > 37/4 allora —A? ¢
settoriale. Dimostrare che e e e=*4” commutano per ogni ¢, s > 0.

5) Provare la (4.1.9).
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A

6) Sia A settoriale, e sia  un autovettore di A con autovalore A. Dimostrare che e!‘z =
eMx, per ogni t > 0 (cfr. esercizio 10, §3.1.3).

7) Sia A: D(A) — X settoriale, e sia B € L(D(A), X) tale che esistono r, C' > 0 per cui

|Bx — Azx|| < r||Az| + C||z|| per ogni z € D(A). Dimostrare che se r ¢ sufficientemente

piccolo, allora anche B ¢ settoriale. (Suggerimento: per A € p(A) scrivere 1’equazione

Ax — Bx =y come x = R(\, A)(Bx — Az + y) e usare il teorema delle contrazioni).
Verificare che se r non e piccolo la tesi puo essere falsa.

8) Dimostrare che se A € £L(X) allora A & settoriale, e si ha

1
P — / eAR(N, A)d), teR,
Y

211

essendo 7 una qualunque curva semplice chiusa di classe C! a tratti che circonda o(A).

9) Dimostrare che se A ¢ il generatore infinitesimale di un gruppo fortemente continuo
allora A ¢ settoriale se e solo se A € L(X).

10) Sia A : D(A) — X un operatore lineare il cui insieme risolvente contiene C \ iR ed
esiste M > 0 tale che ||R(\, A)|| < M/|Re\| per Re A # 0. Dimostrare che A? & settoriale.

11) (a) Siano A : D(A) — X, B : D(B) — X operatori settoriali. Dimostrare che
Poperatore A : D(A) x D(B) — X x X definito da A(u,v) = (Au, Bv) & settoriale in
X xX.

(b) Sia A : D(A) — X settoriale. Dedurre da (a) che 'operatore A : D(A)x X — X xX
definito da A(u,v) = (Au,v) & settoriale in X x X. Mostrare che, in generale, ’operatore
B:D(A) x X = X x X definito da B(u,v) = (v, Au) non ¢ settoriale in X x X.

12) Usando 'esercizio 4 e l'esercizio 10 dimostrare che i seguenti operatori sono settoriali.

(i) A: CF(R) = Cy(R), Af = f";

A: CY(R) = Cy(R), Af = —f0);

(iii

)

(i) A:W?P(R) = LP(R), Af = " (1 < p < o0);
)
)

(iv) A: {f € C*(0,m) : f(0) = f(m), f'(0) = f'(m), f(0) = f"(m)} = {f € C(0,7) :
fQ0) = f(m)}, Af = 1"

13) Sia m : R™ — C continua. Quali condizioni deve soddisfare m affinché 'operatore di
moltiplicazione A : D(A) = {f € C,(R") : mf € Cy,(R™)} sia settoriale in C,(R™)? La
risposta cambia se R™ ¢ sostituito da un aperto Q2 C R™? La risposta cambia se Cp(R") &
sostituito da LP(R™)?

14) Supponiamo che valgano le ipotesi del Teorema 4.1.7. Dimostrare che per Re A > w e
per |3| < By = arcsin(Mie) ! si ha

+oo
/ e_’\tT(t)dt:/ e MT(2)dz
0 T8
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dove 73(§) = €, ¢ > 0, ¢ la parametrizzazione canonica della semiretta uscente dal-
Porigine con argomento . (Questo fatto ¢ stato usato nella dimostrazione del Teorema
4.1.7).

4.2 Esempi di operatori settoriali e non

Proposizione 4.2.1. Sia H uno spazio di Hilbert e sia A: D(A) C H — H un operatore
dissipativo e autoaggiunto. Allora A é settoriale, con 0 < w qualunque e w = 0.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che per ogni operatore A autoaggiunto lo spettro di
A & contenuto in R. Se A =a +ib € C, per ogni x € D(A) si ha

I(A = A)z||* = (a® + b%)l|z[|* - 2alz, Az) + | Az|* > 0?2, (4.2.1)

cosicché se b #= 0 Al — A & iniettivo. Proviamo che & anche surgettivo, verificando che
I'immagine ¢ chiusa e densa in H. Siano x,, € D(A) tali che Ax,, — Az, converge. Dalla
disuguaglianza

IAL = A)(@n = am)|? 2 0|l — 2?7, m e N,

segue che la successione x, € di Cauchy, e per differenza anche Az, lo e. Essendo H
completo, x, e Ax, convergono; siano x, y i rispettivi limiti. Essendo A autoaggiunto,
allora & chiuso (ricordiamo che ogni operatore aggiunto ¢ chiuso) e quindi =z € D(A),
Az =y, per cui Az, — Az, converge a Az — Az € Range (A — A). Quindi 'immagine di
Al — A & chiusa.

Sia y ortogonale all’immagine di (A —A), allora per ogni « € D(A) si ha (y, \x — Az) =
0, quindi y € D(A*) = D(A) e \y — A*y = Ay — Ay = 0, ed essendo A\ — A iniettivo ne
segue y = 0. Quindi I'immagine di (A — A) & densa.

Dal fatto che A ¢ dissipativo segue che lo spettro di A ¢ contenuto in (—oo,0]. Infatti
se A > 0 per ogni x € D(A) si ha, in luogo della (4.2.1),

1A = A)z|? = N2|la|® — 2M(z, Az) + | Az[|* = 2?||z]]?, (4.2.2)
e ragionando come sopra si ottiene che A € p(A).
Troviamo ora la maggiorazione di ||R(\, A)|| per A = pe® con p > 0, —7 < § < 7.

Dato x € H, sia u = R(\, A)z. Dall’'uguaglianza Au — Au = x segue, moltiplicando per
e~/2 ¢ poi moltiplicando scalarmente per w,

pel®2 (|2 — e 2 (Au, u) = e (2, u),
da cui, prendendo la parte reale,
pcos(8/2) [ul]? — cos(8/2) (Au, u) = Re(e="/2(z,u)) < |zl Ju]
e quindi, essendo cos(6/2) > 0,

el

< Wt
el = reostor2)

conf=arg A\. N



Semigruppi analitici 85

Consideriamo la realizzazione del Laplaciano A in L?(£), essendo €2 un aperto limitato
in R con frontiera O di classe C? (cfr. §2.3):

D(A) = H* Q)N HL(Q), Af =Af.
Dalla proposizione 4.2.1 discende il seguente:
Corollario 4.2.2. L’operatore A definito sopra é settoriale, con 0 < 7w qualunque e w = 0.

Vediamo ora esempi di realizzazioni di operatori differenziali in vari spazi di Banach
(non necessariamente di Hilbert) che sono settoriali, e altri che non lo sono. Cominciamo
col caso unidimensionale, nel quale si fanno tutti i calcoli in modo elementare.

4.2.1 Esempi in dimensione 1

Alcuni esempi si trovano nell’esercizio 12, §4.1.1. Ora arricchiamo la casistica.
Nel prossimo esempio vediamo un modo diretto, che non fa uso dell’esercizio 12, per
provare che la realizzazione della derivata seconda & settoriale in vari spazi funzionali.

Esempio 4.2.3. (cfr. esempio 3.2.9) Sia X = LP(R), 1 < p < o0, e sia
D(A) = W*(R), Af=f".
Lo spettro di A & la semiretta (—o00,0] e per A € C\ (—o0,0] si ha

1

< -
IROSA) < (reosaTa:

essendo § = arg A. Quindi A ¢ settoriale in X. Lo stesso vale se X = BUC(R) (lo spazio
delle funzioni uniformemente continue e limitate su R), e se X = C3(R) (lo spazio delle
funzioni continue e limitate su R).

Notiamo che in quest’ultimo caso il dominio della realizzazione della derivata seconda
e Cg (R) che non & denso in X. Otteniamo cosi un primo esempio di semigruppo analitico
non fortemente continuo.

Nel prossimo esempio useremo il seguente lemma.
Lemma 4.2.4. Se K : [0,T]? = C ¢é una funzione continua e simmetrica, per ogni p €

[1,00] si ha

T
< sup / K (2. 9)|dy | fle. VS € LP(0,T).
L 0<2<T Jo

|| " K )y

La dimostrazione del lemma & semplice per p =1 e per p = +oo. Infatti per p =1,

/OT da;g/OT\f<y>\(/OTrK<y,x>dx)dy

T
< /O )| sup /O K (€, 2)|de

0<¢<T

T
/0 K(x,y)f (y)dy
T
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e per p = oo si ha, per ogni z € (0,7),

[ s < 1l s [ 1KGI

0<z<T

Per p € (1, 00) la tesi segue per interpolazione, ricordando che se T € £L(L'(2))NL(L>(Q))
con (2, u) spazio di misura sigma-finito, allora 7" € L(LP(2)) per ogni p € (1,+00) e si

ha [T ¢ (zr(0)) < HTHE/&I(Q)) HTHH;Q(Q)). Non sono riuscita a trovare una dimostrazione

diretta, che non faccia uso della teoria dell’interpolazione.
Esempio 4.2.5. (cfr. esempio 3.2.10) Sia 1 < p < 0o, X = LP(0,7) e sia A definito da
D(A) = {f e W?P(0,7) N W, P(0,m)}, Af=f".

Allora o(A) = {—n?; n € N}, e per A # —n? si ha

_ sinh(/Ax) T B
RO A) () = T [ s )l )+
(4.2.3)
sinh[/AX(m — z)] [* |
=/ st/ /0 sinh&/\y) f (y)dy.
RO @) = [ Kan s
dove
sinh(vVA(m — z)) sinh(v/Ay)
VAsinh(v/AT) » 0=y =,
}(A(x’y)::
sinh(v/Az) sinh(VA(7 — 7)) c<y<n
vV Asinh(v/Ar) ’ -

Dal Lemma 4.2.4 segue allora

IR Az < sup /0 K, )ldy.

0<z<m
Essendo

cosh(Re vA(m — x)) cosh(Re v/ \y) <y
|V Asinh(v/AT)| LT T T

cosh(Re v A(m — y)) cosh(Re v/ A\x)
[V Xsinh(v/Ar)| TEYET

|[Kx(z,y)| <
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si ottiene
cosh(Re V(1 — )

|v/Asinh(v/AT)|

/|K/\(xay)‘dy§ /cosh(Re\&y)dy
0 0

h(
+ 52 RevAx) Cosh Re V(1 — y))dy
]ﬁsmh \fﬁ )| Ja
sinh(Re v/ A7) < 1 1

~ [Wasinh(VAT)[RevA © [VARevA M cos(6/2)’

con 0 = arg A.
La stessa conclusione vale se
X = C([0,7])

D(A) = {u € C*([0,7]) : u(0) = u(r) = 0}, Au=u".
In questo caso (come nel caso X = L) il dominio di A non ¢ denso, e si ha
D(A) ={u e C([0,7]) : uw(0) = u(7) = 0}. (4.2.4)

Usiamo questo risultato per studiare 1’equazione del calore lineare omogenea (3.2.9),
dove ug € una funzione continua in [0, 7] soddisfacente la condizione di compatibilita

Scegliamo X = C([0,7]). Sappiamo che, essendo ug € D(A), la funzione t +— e*4ug &

analitica per ¢ > 0 e continua fino in 0 con valori in X, & continua con valori in D(A™) per
ogni n per t > 0, e soddisfa (4.1.8). Posto allora

u(t, ) = (eug)(z), t>0, z € 0,7,

la funzione u ¢ analitica rispetto a t e di classe C™ rispetto alla coppia (¢, z) in (0, 4+00) X
[0, ], & continua in [0, 4+00) X [0, 7], ed € I'unica soluzione regolare di (3.2.9).

Diamo ora una dimostrazione alternativa, che non fa uso del Lemma 4.2.4. Consi-
deriamo per semplicita U'intervallo (0,1) invece di (0,7), e la realizzazione della derivata
seconda in LP(0,1), 1 < p < +o0,

D(A,) = {u € W*P(0,1) : u(0) = u(1) =0} C LP(0,1), Ayu=1u",
oppure in C([0, 1]),
D(As) = {u € C%*([0,1]) : u(0) = u(1) =0}, Asou=1u".

Proposizione 4.2.6. Gli operatori A, : D(A,) — LP(0,1), 1 < p < 400 e A
D(Ax) — C([0,1]) sono settoriali, con w =0 e ogni 0 € (7/2,).
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Dimostrazione. Fissiamo A = |\|e? con || < 6y < 7. Poniamo p = v/, cosicché ' Re > 0.
Per ogni f € X, X = L?(0,1) o X = C([0,1]), estendiamo f a una funzione f € LP(R)
o f € Cy(R), in modo tale che || f|| = || f||. Per esempio possiamo prendere f(z) = 0 per
z ¢ (0,1) se X = LP(0,1), f(z) = f(1) per z > 1, f(x) = f(0) per z < 0 se X = C([0,1]).

Poniamo

o) =5 (e Fway [ +°O D)y ) = (7o),

21

1 —qplz . .x o~ N . . " o__
essendo h,(x) = 3. kel Sappiamo gia che u = U|[p,1] ¢ una soluzione di Au —u" = f

e che |lull, < %, con # = arg(A). Ma non ¢ detto che u soddisfi le condizioni al
bordo. Poniamo .
0=9, /o e Pl f(s) ds = (0)
e
1 ~ ~
m= g, | eNTIfs) ds = ().

Tutte le soluzioni di Au — u” = f appartenenti a W?P(0,1) o a C2([0,1]) sono date
da u(z) = u(z) + crui (z) + coug(z), dove ui(x) = e #* e ug(z) = e** sono due soluzioni
indipendenti dell’equazione omogenea A\u — u” = 0. Troviamo ¢; e ¢ imponendo u(0) =
u(1) = 0; questo si puo fare perché il determinante

D(p) = et —e™

non si annulla, essendo Re p > 0. Si ottiene

1 1
a1 =——[n—el, c2=——~[-mn+te .
By 01 DG | }

Calcoliamo esplicitamente, per 1 < p < +o00

1 eRen

< . < .
Hul”p = (pReu)l/p7 Hu2||p = (pReu)l/pv

mentre |[u1]c = 1, ||uz]lco = €R¢#. Per 1 < p < +o0 usando la disuguaglianza di Hélder
otteniamo anche

1 1
<

70| <

1
vol, I < =—Ifll1, se feL*0,1),
|5 Il QWH | (0,1)

ol, Im [flloo;  se f € C([0,1)).

< (e
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Inoltre |D(u)| =~ eR¢# per |u| — oo. Infatti, essendo A = |A|e? con |0] < 6y < 7 allora

= \/INe®? per cui Rep = |u] cos(8/2) > |ulcos(fo/2) e [D(p)| = [e!]|(1 — e)| =
elfer|(1 — em2Rene=2ilmu))| - Otteniamo quindi
C C
lerually < WHf”p e |leauaflp < W\lf”p

per qualche C' > 0 e |A| grande. Sommando, otteniamo

C
lullp < Wllfllp

per |A| grande, diciamo |A|] > R, e |arg A| < 6. La maggiorazione della norma del
risolvente per |[A\| > R ¢ sufficiente per concludere, infatti per |A\| < R possiamo ragionare
come segue: lo spettro di A, consiste solo degli autovalori —n?7%, n € N. Dato che
A= AR(), A,) ¢ olomorfa nell’insieme risolvente, ¢ anche continua e quindi la sua norma
¢ limitata nel compatto {|A\| < R, Jarg A\| < 6} U{0}. m

Esempio 4.2.7. Sia 0 < a < 1, e poniamo
A:D(A) = {u e C*([0,7]) : w(0)=u(r) =0} C*[0,n]),

Au=u".
Ricordiamo che C“([0,7]) ¢ lo spazio delle funzioni Holderiane di esponente « in [0, ],
dotato della norma

|u(z) — u(y)|
[ulloe = llulloo + [uloa = l[ulloo + sup ————7==

TH£Y |QS‘ - y|a ’

mentre C27([0,7]) & lo spazio delle funzioni derivabili due volte, tali che la derivata
seconda ¢ Holderiana di esponente « in [0, 7).

L’insieme risolvente di A contiene C \ (—o0,0]. Infatti per ogni f € C([0,7]) e
A ¢ (—00,0] 'equazione Au — u” = f ha un’unica soluzione u € C?([0, 7]) che si annulla
in 0 e in 1, inoltre ||ulco < C(N)||f]loo (Esempio 4.2.5). Dato che u € C?([0,7]) allora
u € C%([0,7]), e per differenza v” € C*([0,7]). Quindi v € D(A). Inoltre ||uce <
Cllullez < C' N flloe < C'(A)f e Quindi A € p(A).

Ma l'operatore A non & settoriale in C*([0, 7r]). Infatti, per f =1 e A > 0, la formula
(4.2.3) da

[R(A, A)fl(z) =

1 1 sinh(v/Az) + sinh(vVA(r — x))
A sinh(v/A) .
Per A > 72 poniamo u = R(A, A)f. Allora

u(A~12) A/ VA 1y A 1
o > — iy _ iy _ _
AMu]oa > A a2 oV E— (e (1—e ) +e (e—1)—e+e ) ,

che non ¢ limitato per A — +oc.



90 Capitolo 4

Esempio 4.2.8. Il semigruppo delle traslazioni T'(t) f = f(t+-) (vedi esempio 3.2.7) non
¢ analitico in nessuno degli spazi LP(R), 1 < p < oo, e nemmeno in BUC(R). Infatti lo
spettro del suo generatore ¢ la retta iR e quindi I'insieme risolvente non puo contenere un
settore con angolo 6 > /2.

4.3 Esempi in dimensione n > 1

Il primo esempio importante di un operatore settoriale € la realizzazione del Laplaciano in
vari spazi di funzioni definite su R™. Le dimostrazioni sono rimandate agli esercizi della
sezione 4.3.1.

Ora consideriamo un aperto limitato 2 C R” con frontiera di classe C2. Abbiamo visto
nel Corollario 4.2.2 che la realizzazione del Laplaciano in L?(£2) con condizione al bordo
di Dirichlet & un operatore settoriale. Lo stesso vale se L?(Q) & sostituito da LP(€2), p > 1,
ma la dimostrazione & notevolmente piti complicata. La stima del risolvente invece si fa
in modo elementare, almeno per p > 2, come mostra la seguente proposizione.

Proposizione 4.3.1. Siano u € W2P(Q) N Wol’p(Q), A € C con ReX > 0, tali che
A —Au = f e LP(Q). Allora
/]l

Al

[ullr < Cp

con Cp = (1 + p?/4)1/2.

Dimostrazione. Se u = 0 la tesi & ovvia. Se u # 0, moltiplichiamo ambo i membri
dell’uguaglianza Au — Au = f per |u|P~2%, che appartiene a L? (), e integriamo su . Si

ottiene
P p—2 — p—2
Allull /E 92, O (\UI >dx /fUI udz.

Scrivendo |ulP~2 = |u|P~%uaw, osserviamo che

0 ou 1 ou ou
— ulP 2 = |ulP? Z(p— NalulP 4w )
Posto
ul T Ou =ay +1b
8mk k k

con ay, b € R, si avra dunque

— | |ulP~? >dac
/Qk 18$k (%ck(‘ ‘
pd.o5 _Ou Ou pP—2, p4, Ou [_Ou ou
2 2
/Qk 1<]u\ 2 )uuaxkaxk—i- 5 (Ju| =2 )uc?xk <uaxk+uaxk>>da¢

/QZ <“k + b+ (p — 2)ar(ay, + z’bk))dm,

k=1
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per cui

AlullP + / > ((p—1)af + b)dz +i(p — 2) / > apby da = / flufP~? da.
Q= Qg Q

Prendendo la parte reale e maggiorando si ottiene
n
ReAllul” + /Q > ((p—1)a} +b})dw = Re /Q Flul~*ade < £ [[ul”~,
k=1

per cui
(@) ReAllu| < |If[I

(v) / S (0= 1)a2 +8)dz < ||£]] ul]P~.

Q=

Prendendo la parte immaginaria si ottiene

Im)\Hqu-i-(p—?)/ ZakbkdI: Im/ flulP~2a da
Q Q

k=1
per cui

p—2 - —
oAl < 252 [ S+ o + 151l
k=1
e utilizzando la (b),
p—2 -
i ful? < (252 4 1)1l

ossia »
T Al fuf < S

Da questa disuguaglianza e dalla (a), elevando al quadrato e sommando, si ottiene

2
p
Al < (14 2 )P,

e la tesi segue. W

La proposizione 4.3.1 ¢ il primo passo per dimostrare che la realizzazione del Laplaciano
con condizione al bordo di Dirichlet in LP({2), ossia 'operatore

Ay D(Ay) = W2P(Q) N WP (Q) = LP(),

Apu = Au,
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e settoriale. La dimostrazione del fatto che I'insieme risolvente di A, contiene un semipiano
destro (anzi contiene tutto C\ (—o0, 0)) segue dall’analogo risultato per p = 2 e dal teorema
di regolarita 2.3.3.

Consideriamo ora le realizzazioni di vari altri operatori differenziali, non necessaria-
mente in spazi di Hilbert.

Sia Q = R"™, oppure © = aperto limitato di R” con frontiera 99 di classe C2. In questo
caso indichiamo con v(z) il versore esterno a 92 nel punto x € 99.

Consideriamo un operatore differenziale

(Au)(z) = Y aij(2)Diju(z) + Y bi(z) Dyu(x) + c(z)u(z) (4.3.1)
i,j=1 i=1

con coefficienti a;j;, b;, ¢ reali, uniformemente continui e limitati su €.
Supponiamo che per ogni x la matrice [a;;(x)]; j=1,..n sia simmetrica, e che soddisfi la
condizione di ellitticita uniforme

> ay@)&g > cléf’, z€Q, LR, (4.3.2)
ij=1

per qualche ¢ > 0.
Valgono allora i seguenti risultati.

Teorema 4.3.2. (S. Agmon, [1])

(i) Siano p € (1,00), Q = R", e sia A, : WHP(R™) — LP(R™) definito da (Apu)(z) =
(Au)(x). L’operatore A, é settoriale in LP(R™).

(ii) Sia Q un aperto limitato con frontiera di classe C?, sia p € (1,00) e sia A, la
realizzazione di A in LP(Q2) con condizione al bordo di Dirichlet:

D(A,) = W?P(Q) nWyP(Q), (Apu)(z) = (Au)(x).

L’operatore A, ¢é settoriale in LP(Q), e D(Ap) é denso in LP(Q).

Teorema 4.3.3. (H. B. Stewart, [11, 12])
(i) Sia Q@ =R", e sia A: D(A) — X = Cp(R™) definito da

D(A) = {u € Co(R™) N1 WEP(R™) : Au € Cy(R™)},

* (4.3.3)
(Au)(z) = (Au)(z), u € D(A).

L’operatore A é settoriale in X, e si ha D(A) = BUC(R").
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(i3) Sia Q un aperto limitato con frontiera OQ di classe C?, e sia A la realizzazione di A

in X = C(Q) con condizione al bordo di Dirichlet:

D(A) = {u € Ny>1W?P(Q) : ugn =0, Au e C(Q)},
(4.3.4)
(Au)(z) = (Au)(z), u € D(A).
L’operatore A ¢ settoriale in X, e si ha D(A) = Co(Q) = lo spazio delle funzioni
continue su Q che si annullano sulla frontiera.

(iii) Sia 2 un aperto limitato con frontiera OQ di classe C?, e sia A la realizzazione di A

in X = C(Q) con condizione al bordo di ordine 1:

D(A) = {u € Ny>1W?P(Q) : Bujgn =0, Au € c(Q)},

(4.3.5)
(Au)(z) = (Au)(z), ue D(A),
essendo
Bu = bo(x)u(x) + »_ bi(z)Dyu(x)
i=1
dove i coefficienti b;, i = 1,...,n sono di classe C' e vale la condizione di non
tangenzialita

n

Z bi(z)vi(z) #0, =€ IN.

=1

L’operatore A é settoriale in X, e D(A) ¢é denso in X.

Inoltre in tutti e tre i casi considerati esiste M > 0 tale che per X in Sy, si ha

IDiR(A, A) flloo < |fllooy Ve X, i=1,...,n. (4.3.6)

M
|)\|1/2

4.3.1 Esercizi

In questa sezione studiamo le realizzazioni del semigruppo di Gauss—Weierstrass in alcuni
spazi funzionali, sotto forma di esercizi guidati. Sia T'(t) definito da (3.1.9).

1) Usando la trasformata di Fourier, mostrare che lo spazio di Schwartz 8(R™) delle funzioni
C a decrescenza rapida ¢ invariante per T'(t), e che T(t)T(s)f = T(t + s)f, per ogni
f € 8(R™) (e quindi, per densita, per ogni f € LP(R™) con 1 < p < 00). Provare che se f,,
f € Cy(R™) e f, = f puntualmente, ||f,||cc < C indipendente da n, allora T'(t)f, — T'(t)f
puntualmente, per ogni ¢ > 0. Usare questo fatto per provare che T'(t)T(s)f =T (t+ s)f,
per ogni f € Cp(R™).

2) Mostrare che T'(t) e fortemente continuo in LP(R™) per 1 < p < oc.
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3) Usando il Teorema 4.1.7 dimostrare che negli spazi X = LP(R"), X = C(R"), X =
BUC(R™), T(t) ¢ il semigruppo analitico generato da un operatore settoriale. (Per X =
Cy(R™), T'(t) non & fortemente continuo ma la funzione t — T'(t) f(z) & continua in [0, +00)
per ogni € R" e questo basta per la parte (b) del Teorema 4.1.7).

4) Se X = LP(R™), 1 < p < oo, provare che il Laplaciano con dominio 8(R™) & chiudibile e
la sua chiusura e il generatore infinitesimale A, di T'(¢) in X. Se X = BUC(R"), provare
che il Laplaciano con dominio BUC?(R") ¢ chiudibile e la sua chiusura & il generatore
infinitesimale di T'(¢) in X. (Usare il lemma 3.1.12, scegliendo D = 8(R") e poi D =
BUC?*(R")).

5) Se X = L?(R™), provare che il dominio di As & uguale a W22(R"). Suggerimento: per
Pesercizio 4, basta dimostrare che in §(R™) la norma del grafico & equivalente alla norma
W22(R™).

4.4 Gli spazi di interpolazione D 4(6, o)

Sia A: D(A) C X — X un operatore settoriale. In tutta questa sezione poniamo

My = sup HetAH, M, = sup HtAetAH.
0<t<1 0<t<1

Abbiamo visto che per ogni & € D(A) la funzione t — u(t) = ez appartiene a
C([0,T); X), e per ogni z € D(A) tale che Az € D(A), essa appartiene a C1([0,T]; X).
Una domanda naturale a questo punto e la seguente: quali sono i dati iniziali per cui u
ha una regolarita intermedia, per esempio ¢ a-Holderiana? Analogamente, sappiamo che
per z € X la funzione t — v(t) = ||Aet4z| ha in generale una singolarita di ordine 1 per
t — 0, mentre per z € D(A) essa ¢ limitata per ¢ vicino a 0. Quali sono gli = per cui v ha
una singolarita di ordine «, con 0 < a < 17

Per rispondere a queste domande introduciamo degli spazi di Banach intermedi fra X
e D(A), definiti come segue.

tA

Definizione 4.4.1. Sia A : D(A) C X — X un operatore settoriale, e sia 0 < o < 1.
Poniamo

Da(a,00) = {z € X : [2]a = supyy<; [T Aez|| < oo},
2] D aa,00) = 2]l + [2]a-

Segue immediatamente dalla definizione che se © € Dy(a,00) e T > 0, la funzione
s+ ||Ae*Az| appartiene a L'(0,T'), cosicché

t
ey — = / Ae*Azds YVt >0, z = limeta.

In particolare, tutti gli spazi D4(a, 00) sono contenuti nella chiusura di D(A). Inoltre si
ha
Da(a,0) = D g, (o, ),
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dove Aj ¢ la parte di A in D(A).
Proposizione 4.4.2. Per 0 < a <1 si ha

DA(aa OO) = {x €X: [[x]]DA(a,oo) = OS<1iI<)1 t—auetAx - '75” < 00}7

e la norma
T HJ“H + Hw]]DA(a,oo)

¢ equivalente alla norma di D 4(a, 00).

Dimostrazione. Sia x € Dg(a,00). Per 0 <t <1 si ha

¢
t= (e —z) = t_o‘/ s1m Aty ds, (4.4.1)
0

Sl—a

cosicché
Hx]]DA(OL7OO) = Ht_a(etAx - :U)HLOO(O,l) < a_l[m]DA(a,oo)a (442)

Viceversa, sia [[2]]p ,(a,00) < 00. Scriviamo Aetdz come

1 1, [
Az = AetAE / (z — e*Az)ds + etAtA/ e Axds.
0 0

Ne segue che

M t _ _SA
(e Aty < poe i [Falle = el )0y aeay (4.4.3)
t2 0 s%
e la funzione s — ||z — e54z||/s® ¢ limitata, cosicché t — t!~*Aet4z ¢ limitata, e
1= A" oo (0,1) = [#] D s < (Mi(a + 1)1+ Mo)[[2]] b 4 (,00) (4.4.4)
Quindi, le seminorme [ - |p, (a,00) € [[ * ]l D4 (a,00) SONO equivalenti. W

Ricordando la proprieta di semigruppo di e* si ottiene il seguente importante corol-
lario.

Corollario 4.4.3. Dato x € X, la funzione t — ez appartiene a C*([0,1]; X) se e solo
se x € Da(a,00). In questo caso, t — etdx € C*([0,T); X) per ogni T > 0.

Gli spazi D (a,o0) sono spazi di Banach (la dimostrazione ¢ facile ed ¢ lasciata per
esercizio). Si puo inoltre dimostrare che non dipendono esplicitamente dall’operatore
A, ma solo da D(A) e dalla norma del grafico di A: cioe, per ogni operatore settoriale
B : D(B) — X tale che D(B) = D(A), con norme del grafico equivalenti, si ha D 4(a, 00) =
Dp(a, ), con equivalenza delle rispettive norme.

Un aspetto importante degli spazi D4(«, o0) € che la parte di A in D4 («, 00), definita

da
D(Ay) = Da(a+1,00) = {x € D(A) : Az € Dy(a,00)},

Ag i Da(a+1,00) = Dy(a,0), Aqx = Az,

€ un operatore settoriale, come mostra la seguente proposizione.



96 Capitolo 4

Proposizione 4.4.4. Per 0 < a < 1 l'insieme risolvente di A, contiene p(A), e si
ha RN, Aa)llg(Daaoc)) < IR A)llgx) per ogni A € p(A). In particolare, An ¢ un
operatore settoriale in D 4(a, 00).

Dimostrazione. Sia A € p(A). Si vede subito che A\ — A : Da(a+ 1,00) — Dy(a,00) &
invertibile. Inoltre, per ogni x € Dg(a,00) e 0 <t < 1 vale

[t Ae (N, Az || = [ RN, A)t' = Ae ]| < [|R(A, A) g x) It~ Aee].

Quindi,
[R()\, A)x]DA(a,oo) < HR()H A) ||L(X) [‘T]DA (a,00)»

da cui segue la tesi. W

Segue inoltre dal corollario 4.4.3 che la funzione ¢ — e*4x appartiene a C1+([0, 1]; X)
(e quindi a C1T(]0, T); X) per ogni T > 0) se e solo se x € Da(a + 1,00).
Un’altra proprieta degli spazi D 4(a, 00) & descritta dalla seguente proposizione.

Proposizione 4.4.5. Per ogni x € D(A) si ha
(2] D auo0) < MG M| A]|* |7

Dimostrazione. Per ogni t € (0,1) si ha

Mot'=| Az,
e Acta] <
Mit=<||z||.

Ne segue

£ At < (Mot' = || Ax|)* (Mt |l||)' = = MgMy || Az |||~

Dati tre spazi normati Z C Y C X con immersioni continue, e dato a € (0, 1), si dice
che Y e di classe J, fra X e Z se esiste C' > 0 tale che

lylly < CllylZllyllxe, Yy e 2.

Dalla proposizione 4.4.5 segue allora che per ogni « € (0, 1) lo spazio D4(«, o) & di classe
Jo fra X e il dominio di A.

Esempio 4.4.6. Riprendiamo ’esempio 4.2.3, dimostrando che se X = Cp(R), D(A) =
C2(R), Au=u",per 0 <a <1, a#1/2 siha

D (e, 00) = G (R),

con equivalenza delle rispettive norme.
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Dimostriamo prima l'inclusione C. Nel caso a < 1/2 bisogna dimostrare che per ogni
u € Dy(a,00) esiste C' > 0 per cui si ha |u(x) — u(y)| < Clx — y|* per ogni z, y € R. Si
ha ovviamente, per ogni ¢ € (0, 1],

u(z) — u(y)| < lu(z) — (e“u)(@)] + (") (z) — () (y)] + |(eu)(y) — u(y)]

< 2t[[u]] p s (y00) T (€ 0) (@) = (") (y)]-

Per stimare il secondo addendo in termini di |z — y| maggioriamo la derivata di et
Dall’'uguaglianza

1
ety — ety = —/ Ae*Auds
t
si ottiene, usando la disuguaglianza di Landau (cfr. esercizio 5, §4.4.1)

1 loo < 202NN, VF € CR(R),

1
|d/dx et u)|oo < ||d/dz e ul|o +/ \|d/dx Ae?ul|sods
t
1
<2w%m¥wAﬁm%?+/2wwwmzwA%“m&%w
t
1
§2M3%ﬁ”mmf5/2m%ﬁm&ﬂA&%%%m&%s
t

1
< 2M) "2 M, u| oo +/ OO D257 25@=V2) - oyds
t

1
gc(wm+/£aW@MM@@)
t

e quindi
ld/da ¢ulle < KL+ 1) ull s (o0 (4.4.5)

(Osserviamo che se si usava direttamente la disuguaglianza di Landau per f = el si ot-

teneva ||d/dz e4ulo < 2le 3| ActAul| L < 2(Mo|julloo) V2 ([u]at )2 < cte/2-1/2
che & una stima peggiore rispetto alla (4.4.5), per ¢ vicino a 0. )
Ritorniamo alla maggiorazione di |u(x) — u(y)|. Per ogni t € (0,1] si ha dunque

[u(@) — u(y)| < fu(@) — (e“u)(@)] + (") (y) — u)] + (") (@) — (e u)(y)]
1
< 2|lu = eulloo + [|d/dz e“ulloo|z — yl < 2t [[ull p s(a,00) + 2K 72|z =yl [l py(a,00)-
Se |x —y| < 1, scegliendo t = |z — y|? si ottiene che |u(z) — u(y)| < (2 + 2K)|z —

Yl [ull ps(aso0)- Se |z —y| > 1 il rapporto |z —y|~*|u(z) — u(y)| si maggiora banalmente
con 2| ul[oo. Otteniamo cosi che u & 2a-Hélderiana e [u]c2a < Cllullp, (a,00)-
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Sia ora 1/2 < a < 1. Con lo stesso calcolo che ha portato alla (4.4.5) si vede che
|d/dx etAu — d/dx e u|o < C|t — T|a_1/2[u}DA(a7oo), e quindi e*4u converge per t — 0 in
CL(R), cosicché u € C(R). Prendendo poi 7 = 0 si ottiene ancora

|d/dz (e"u — u)]|oe < C* 2l p a0y, 0 <t <L
Procedendo come nel caso a < 1/2 si ottiene
o/ () — ' (y)] < |/ () = (d/dw e"hu)(2)| + |(d/da ) (y) — ' (y)]
+(d/dx e ) (x) — (d/dz e u)(y)]
< 2|jd/dx (e“u — u)|loo + [|d?/dar® eul| oo |z — ]
< QCta_l/Q[u]DA(am) + 197z — gy [U] D 4 (a,00)-
Scegliendo come prima t = |z — y|? per gli =, y con |x —y| < 1 si trova che v’ & (2o — 1)-

Hélderiana. Mettendo insieme le maggiorazioni trovate si vede anche che [Jul|cze = ||ullo; +

[W]c2a—1 < Cllullp,(a,00)-
Proviamo ora laltra inclusione. Sia u € C2%(R); poniamo

ut(r) = /Ru(sc —y)pe(y)dy = /Ru(y)pt(rc —y)dy,

dove p € C§°(R) ¢ una funzione pari, con supporto in (—1,1), e tale che 0 < p(x) <1,
Jz p(z)dz =1, e si & posto py(x) = t~!p(z/t). Poniamo inoltre

Cho = / lyl’|d* /dy* p(y)ldy, k€N, 6> 0.
R
Se 0 < a < 1/2 si ha allora

jun() — u(@)| = / (u(z — ) — u(@))pi(y)dy

W“
CQa dy < CO 2at [ ]CQa,

e inoltre, dato che [ p”(y)dy = 0,

0| = | [[a=s)-u@)st | < blcan [ nap

t

<y> ‘dy < CQyQatQQ_Z[U]CZa.
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Sia ora 1/2 < o < 1. Per maggiorare |us(x) — u(x)| osserviamo che essendo p pari
Iintegrale [, yp:(y)dy ¢ nullo. Si ha dunque

|ut(2) — u(x)] = '/R(U(w —y) — u(z) + v (x)y)pe(y)dy

//x , "())ds pi(y )dy‘

L y2°‘ < “020,20
7 C2a 1/ y %0 —=ay2 [u] o2a.
Si ha inoltre d/dx u;(z) = [ u/( pe(y)dy, e dato che [ p'( =0,
d2
'Mut<w> -| [ - - u’<x>>p2<y>dy\ < a2l

In entrambi i casi si ha dunque

2

lug(x) — u(x)| < Ct*u)cea, ‘jEQUt(x) < 272 [y e (4.4.6)

Ne segue che per 0 <t <1 si ha
[t Aetdul| < ([t~ A (w — wp o) || + ([t Augo |
<Mt IO U e + A0 U] 2o = C' U] c2a,

cosicché u € Dy(w,00), e equivalenza & completamente dimostrata.

Osservazione 4.4.7. Osserviamo che la (4.4.6) vale anche per a = 1/2. Ne segue che

Lipy(R) C D4(1/2,00), e quindi che C} (R) C D4(1/2,00). Le inclusioni perd sono strette:
si puo dimostrare infatti che

. )t uy) 2l )]
DA(l/Q,OO)—{ EC},(R). x#[y) ’x_y’ < },

e questo spazio contiene strettamente le lipschitziane (vedi [?, Z].
Dalla proposizione 4.4.4 segue che per ogni 6 € (0,1), 'operatore
B:D(B) =CHR) — C)(R), Bu=u"

¢ settoriale in CY(R).
Sempre da questa caratterizzazione, e dalle considerazioni fatte prima, segue che la
soluzione dell’equazione del calore in R,

ur(t, @) = ugy(t,z), t >0, z€R,

U(O,.I‘) = UO(x)v z €R,
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¢ a-Holderiana rispetto a t su [0,7] x R (con costante di Holder indipendente da x) se e
solo se il dato iniziale uy appartiene a CZ"(R). In questo caso, grazie alla proposizione
4.4.4, |u(t, )Ipa(ac) < Clluollpy(a,ce) Per 0 <t < T, cosicché u & anche 2a-Holderiana
rispetto a x, con costante di Holder indipendente da t. Si dice che u appartiene allo spazio
C**([0,T] x R), per ogni T > 0.

Quando X ¢ uno spazio di funzioni continue si ha una caratterizzazione molto semplice
degli spazi D4(«,o0), simile a quella del caso unidimensionale.

Teorema 4.4.8. Sia a € (0,1), a # 1/2. Valgono le sequenti affermazioni:

(i) Sia X = Cy(R™), e sia A definito da (4.3.3). Allora si ha Da(a,00) = CZ*(R"), e
le rispettive norme sono equivalenti.

(i3) Sia Q0 un aperto limitato di R™ con frontiera di classe C?, sia X = C(f), e sia A
definito da (4.3.4). Allora si ha Da(a,00) = C§*(Q) = {f € C**() : flgo =0}, e
le rispettive norme sono equivalenti.

(ii3) Sia Q un aperto limitato di R™ con frontiera di classe C?, sia X = C(R), e sia A
definito da (4.3.5). Allora si ha D (o, 00) = C?**(Q) se 0 < a < 1/2, Da(a,0) =
{f € C?(Q): Bflog =0} se 1/2 < a <1, e le rispettive norme sono equivalenti.

4.4.1 Esercizi

1) Seguendo la falsariga dell’esempio 4.4.6, dimostrare che se X = C([0,1]), D(A) = {u €
C2([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}, Au = ", allora per ogni a € (0,1/2) si ha D(a,00) =
{u € C?2([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}.

2) Usando il risultato dell’esercizio 1, dare dei risultati di regolarita Holderiana per la
soluzione del problema

ug(t, ) = uge(t,x), t>0,0<z<m,
u(0,2) = up(z), 0 <z <m, (4.4.7)
ug(t,0) = uy(t,m) =0, t>0.

3) Dimostrare che, per ogni o € (0,1), D 4(c, 00) € uno spazio di Banach.

4) Dare una dimostrazione piu breve della caratterizzazione di D 4(«,00) nell’esempio
4.4.6, sfruttando la formula di rappresentazione (3.1.9) per ¢4 e la proposizione 4.4.2.
Verificare che lo stesso argomento vale anche in R™, con u” sostituito da Aw.

5) Usando la formula di Taylor, dimostrare la disuguaglianza di Landau
I1D:flloo < 2011 flloo)?(IDisflloc) ', Vf € CFR™), i =1,...,n, (4.4.8)

e dedurne che Cj(R") & di classe .J; /5 fra Cy(R™) e CF(R™).
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6) Sia © un aperto limitato di R”. Usando la disuguaglianza di Holder dimostrare che
se 1 < s < p<rallora LP(Q) & di classe J, fra L*(Q2) e L"(2), con a € (0,1) tale che

I/p=a/r+(1—-a)/s.

7) Sia A un operatore ellittico di ordine 2 in R™ con coefficienti uniformemente continui e
limitati, e sia A la sua realizzazione in X = C(R™). Usando la stima (4.3.6) provare che
Cy(R™) & di classe Jy o fra X e D(A). Suggerimento: supporre prima che et sia di tipo
negativo e in tale caso dimostrare che la (4.3.6) vale per tuttii A > 0.

8) Usando il risultato dell’esercizio 7 e seguendo la dimostrazione fatta nell’esempio 4.4.6,
dimostrare l'affermazione (i) del teorema 4.4.8 per 0 < a < 1/2.

9) Dimostrare che se A : D(A) = X ¢ un operatore settoriale allora D(A) ¢ di classe J;
fra X e D(A?).

4.5 Problemi non omogenei

Sia A: D(A) C X — X un operatore settoriale. Consideriamo il problema di Cauchy non
omogeneo
u'(t) = Au(t) + f(t), 0<t<T,
(4.5.1)
u(0) = x,
Se f € C([0,T]; X) la definizione di soluzione stretta e di soluzione forte di (4.5.1) ¢

identica a quella data nella definizione 3.3.1. In piu & molto importante anche la nozione
di soluzione classica.

Definizione 4.5.1. Siano f: (0,T] — X continua, x € X. Una funzione u € C*((0,T);
X)NC(0,T); D(A)) N C([0,T); X) é detta soluzione classica di (4.5.1) in [0,T] se u/(t) =
Au(t) + f(t) per ognit € (0,T], e u(0) = z.

Dalla definizione segue facilmente che se il problema (4.5.1) ha una soluzione stretta,
allora

z € D(A), Az + f(0) ='(0) € D(A), (4.5.2)
mentre se il problema (3.3.1) ha una soluzione classica o forte, allora
x € D(A). (4.5.3)

Poniamo
M= sup [[tFA*"), k=0,1,2,
0<t<T+1

My = sup ”tkiaAetA||L(DA(Q7OO),X), k=1,2.
0<t<T+1

Proposizione 4.5.2. Sia f € C((0,T],X), tale chet — || f(t)|| € L*(0,T), sia z € D(A).
Se u & una soluzione classica di (3.5.1), allora é data dalla formula di variazione delle
costanti

t
u(t) = ez +/ =) f(s)ds, 0<t<T. (4.5.4)
0
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Dimostrazione. Sia u una soluzione classica, e sia t € (0,T]. Dato che u € C1((0,T]; X)
N C((0,T]; D(A)) N C([0,T]; X), allora la funzione

v(s) = e (s), 0<s<t,
appartiene a C([0,t]; X) (dimostrarlo) N C1((0,t), X), e
v(0) = e, u(t) = u(t),
V(s) = — A9 Au(s) + et Au(s) + f(s)) = et f(s), 0<s <t
Di conseguenza, per 0 < 2¢ < t si ha

ot — &) — v(e) = / 94 £ (5)ds,

cosicché facendo tendere € a 0, otteniamo

o(t) — v(0) = / 194 £()ds,

e la tesi segue. W

Come nel caso dei semigruppi fortemente continui, tutte le volte che la formula (4.5.4)
ha senso la funzione u data da (4.5.4) ¢ detta soluzione mild di (3.3.1).

Nelle ipotesi della proposizione 4.5.2 la soluzione classica di (4.5.1) & unica. In parti-
colare, per f =0 e x € D(A) la funzione

tsu(t) =ela, t >0,
& 'unica soluzione classica del problema omogeneo
u'(t) = Au(t), t >0,
u(0) = x.

Dalla proposizione 4.5.2 segue anche che la soluzione stretta di (4.5.1) € unica, ed &
data da (4.5.4). Ragionando come nella dimostrazione della proposizione 3.3.4 si vede che
la soluzione forte di (4.5.1) ¢ unica, ed ¢ data da (4.5.4).

Tutte le volte che la formula (4.5.4) ha senso, la funzione da essa definita ¢ detta
soluzione mild di (4.5.1).

Come nel caso dei semigruppi fortemente continui, non & detto che per ogni f : [0, 7] —
X continua la soluzione mild del problema (4.5.1) sia stretta o classica, anche se il dato
iniziale soddisfa le condizioni di compatibilita necessarie. Vedremo invece che essa ¢ sempre
soluzione forte. Per quanto riguarda la sua regolarita, vale la seguente proposizione.
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Proposizione 4.5.3. Sia f € C([0,T]; X), oppure in Cy((0,T]; X). Allora per ogni o €
(0,1), la funzione

t
o) = (@ ) = [ I (sas, o<,
0
appartiene a C*([0,T]; X), ed esiste C = C(«) tale che

vl ca(o,m;x) < C sup [ f(s)]]- (4.5.5)
0<s<T

Inoltre per ogni sottospazio Xy di classe Jy fra X e D(A), v € C*=9([0,T); Xy), ed esiste
C > 0 tale che
[vller-o(o,r1:x0) < Cllf o) (4.5.6)

Dimostrazione. Per 0 <t < T si ha

Io(®)] < Mot sup [1£(5)]. (5.7)

mentre per 0 < s <t <7 siha

v(t) —v(s) = /Os (e(t_U)A - e(s_")A> f(o)do + /te(t_”)Af(U)dU
s t—o t
= o A f(o)dr (t=0)A£(5)do
o [ 4 oyir+ [ (o)

che implica

s t—o
o) = o) < 841 [ do [ Zarl e + Molt = )1

S t—o
= Ml/o (_B / TllfadT”f e + Mo(t = )] fllsc (4.5.8)
M Tl—a
= (M“‘SV‘ +Mo<t—s>) £l

cosicché v ¢ a-Holderiana. La stima (4.5.5) segue ora da (4.5.7) e da (4.5.8).
La dimostrazione della seconda affermazione & del tutto analoga, basta ricordare che
esiste K > 0 tale che

C
A t—o)A
[Ae™ | Lx,xq) < Tite e 0x,x,) < (t—o)f’

e sostituire negli integrali. W
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La regolarita di ¢t — e!4z ¢ stata studiata nel paragrafo precedente.

Condizioni sufficienti perché la soluzione sia classica o stretta sono date dai teoremi
seguenti. Il seguente lemma, la cui dimostrazione e lasciata per esercizio, ci permettera di
risparmiare nelle dimostrazioni.

Lemma 4.5.4. Siano v € D(A), f € C((0,T]; X) tale che t — ||f(t)|| € L' (0,T), e sia u
la soluzione mild di (4.5.1)). Valgono le sequenti affermazioni:

(a) seuw e C((0,T]; D(A)) allora u é soluzione classica di (4.5.1);

(b) seu € CY((0,T]; X) allora u ¢é soluzione classica di (4.5.1).

Siano ora x € D(A), f € C([0,T];X) tali che Ax + f(0) € D(A), e sia ancora u la
soluzione mild di (4.5.1)). Valgono le sequenti affermazioni:

(a) se u € C([0,T]; D(A)) allora u é soluzione stretta di (4.5.1);
(b) seu € CY[0,T]; X) allora u ¢é soluzione stretta di (4.5.1).

Teorema 4.5.5. Siano 0 < a <1, f € C¥([0,T],X), z € X, e sia u la funzione definita
in (4.5.1). Allora u appartiene a C®([e,T], D(A)) N C*([e,T], X) per ogni e € (0,T),
e

(i) sex € D(A), u é soluzione classica di (3.3.1);

(i) se x € D(A) e Az + f(0) € D(A), u & soluzione stretta di (3.3.1), ed esiste C' tale
che

ullero,m,x) + llleqo,m,npiay < CULfllcaqom,x) + 1zl peay); (4.5.9)

(i1i) sex € D(A) e Az + f(0) € Da(a, ), allora u' e Au appartengono a C*([0,T], X),
u’ appartiene a B([0,T]; Da(a,0)), ed esiste C' tale che

ullcrraxy + [Aullcaxy + 1141 B(DA(a,00)
(4.5.10)

< Ol fllexx) + Izllpay + 1Az + £ (O) D 4 (a,00))-

Dimostrazione. Mostreremo che v € C((0,T]; D(A)) nel caso generale, e che u € C([0,T]; D(A))

nel caso in cui z € D(A) e Ax + f(0) € D(A). Per dimostrare poi che u ¢ derivabile in
(0, T (rispettivamente, in [0,7]) si pud ragionare in modo simile oppure usare il Lemma
4.5.4.

Poniamo u = u; + us, dove

uy(t) = /te(t_s)A(f(S) — f(t))ds, 0<t<T,
’ (4.5.11)

¢
us(t) = etz +/ U=)Af(t)ds, 0<t<T.
0



Semigruppi analitici 105

Osserviamo che sia u(t) che ua(t) appartengono a D(A) per t > 0. Per quanto riguarda
u1(t) dalla maggiorazione

A=A (f(s) — F(E)]] < 2 (t — 5)*[flce

t—s

si deduce che la funzione integranda ¢ integrabile con valori in D(A), per cui u1(t) € D(A)
per ogni t € (0,7] (e anche per ¢t = 0, ovviamente). Per quanto riguarda us(t), sappiamo
che ez € D(A) per t > 0, e che fot et=9)4 f(t)ds € D(A) per la proposizione 4.1.3(ii). Si
ha inoltre

(i) Ault) = / Al IA(f(s) — f(1))ds, 0<t<T,
0 (4.5.12)

(i1)  Aug(t) = Aedz + (e —1)f(t), 0<t<T.

Se x € D(A), allora (4.5.12)(ii) vale anche per ¢ = 0. Mostriamo che Au; ¢ Hélderiana in
[0,T]. Per 0 < s <t <T siha

At~ Aun(s) = [ <Ae(t“’)A(f(0) (1) — IS (o) - f<s>>)da

T / A= (f() — f(t))do

(4.5.13)

_ =4 _ =AY (F(o) — (s))do

Al ) (o) ~ £(s))d
(et — et (f(s) — (1) + / A=A (f (o) — f(1))do,
cosicché ) -
| Aus () — Auy(s)]] < M2/0 (s — a)a/_ 247 do[floe
+2Mo(t — 5)*[flce + Ml/t@ —0)* dol[f)ce
<M /Od”/d Floe + (2Mo + Mya~)(t — 8)°floe

(4.5.14)

M, M,y

| ————+2My+ — ) (t—9)° a.
_<04(1—04)+ ot a>( s)*lfle

Quindi, Au; ¢ a-Holderiana in tutto l'intervallo [0, T]. Inoltre Aug ¢ a-Holderiana in [, 7]

per ogni ¢ € (0,7), come si verifica facilmente. Quindi Au € C%([¢,T]; X). Essendo u €

C*([e,T); X) (in quanto t + 4z € C®(0,T]; X) e t fot et=5)4 f(s)ds € C([0,T]; X)
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per la proposizione 4.5.3) ne segue che u € C%([e,T]; D(A)). Dato che € & arbitrario,
u € C((0,T); D(A)).

Per quanto riguarda il comportamento vicino a 0, se z € (714), allora t — etz €
C([0,T],X) e quindi v € C([0,T], X) (vedi prop. 4.5.3).

Se x € D(A) si puo scrivere Aug(t) come

Aug(t) = e (Ax + £(0)) + e (f(t) — £(0) — f(t), 0<t<T. (4.5.15)

Se Ax+ f(0) € D(A), allora esiste il limite per t — 0 di Aus(t) ed & uguale a Az, cosicché
anche Aug & continua fino in t = 0, e quindi v = u; + ug € C([0,T]; D(A)).
Nel caso in cui Az + f(0) € Da(a,00), per 0 < s <t < T abbiamo

[Aus(t) — Auz(s)]| < [|(e"! — e*4)(Az + f(0))]

HI(e = e (f(s) = SO + (e = 1)(f() = f(5))ll

t
S / ”AGO'AHL(DA(CY,OO),X)CZU ||A$ + f(O)HDA(a,oo) (4 5 16)

t
574 / e Adol| ¢y flee + (Mo + 1)(t — 5)°[f]ce

M o o My o
< THAZ‘ + FO)][ D g (aso0) (E—8) + <a + Mo + 1) (t —5)*[flce,
cosicché anche Aug ¢ Holderiana, e la stima

ullcrteqo,mx) + 1Aullcagorx) < el flleeqom,x) + 12l pay + 1Az + f(O) D4 (a,00))

segue facilmente.
Stimiamo ora [u/(t)]p, (a,00)- Per 0 <t < T si ha

t
W)= [ A S() ~ FO)ds + e An+ 1) + A7) - 10)),
0
cosicché per 0 < £ <1 si ottiene

lee ActAu (1)) < ‘ g /OtAge‘”g‘S”(f(s) ~ f(0)ds

A (A 1 f(0)]| + [|€T > ATFOA(f(2) = £(0))]
t
< Myelo / (t— 5)2(t + € — 5)~%ds [f]co (45.17)
0
+Mo[Az + £(0)] p s (as00) + M1E (4 €)1 [f]ca

< Mz/oooaa(a +1)"%do|flce + Mo[Az + f(0)]p s (a,00) + Mi[floe
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Quindi, [v/(t)]p ,(a,00) € limitata in [0, 77, e la dimostrazione ¢ completa. ®

Teorema 4.5.6. Sia 0 < a <1, e sia f € C([0,7]; X) N B([0,T]; Da(ar,0)). Allora la
funzione

t
o(t) = (e % )(t) = / (VA f(5)ds, 0 <t <T,
0
appartiene a C([0,T]; D(A)) N CY([0,T); X), ed ¢ la soluzione stretta di
V'(t) = Av(t) + f(t), 0<t<T, v(0)=0. (4.5.18)

Inoltre, v' e Av appartengono a B([0,T); Da(c,0)), Av appartiene allo spazio C*([0,T];
X), ed esiste C tale che

1V | BDA(a,00)) + 1AV B(D4(a,00)) T 1AV co(x) < CIFIIB(DA(a00))- (4.5.19)
Dimostrazione. Dimostriamo che v & soluzione stretta di (4.5.18), e che vale (4.5.19). Per
0 <t <T,v(t) appartiene D(A), e si ha

TM

t
[Av (@) < M1,a/0 (t =) ds[| fll 5D a(aoo)) = 1/ B(DA(@ocy-  (4.5.20)

Inoltre, per 0 < £ < 1 vale

t
€1 AesA Au(t) || = &1 / AZelTE9A £ (5)ds
0

(4.5.21)

t
_ M o
< M= [ (¢4 €= 92l (oo < 7 (Do

1—

cosicché Av ¢ limitata con valori in D 4(a, 00). Proviamo che Av ¢ Holderiana con valori
in X: per0<s<t<Tsiha

[Av(t) — Av(s)|| < HA /0 ’ (-4 — e-94) f(o)do

t
HA/ =41 (5)do

s t—o t
< Mz,a/o dU/ TO2d7|| 1l B(Da(e00)) T Ml,a/ (t — 0)* o || f1l B(Ds(ar00))
S—0O S

+

< MQ,a Ml,a
~\a(l—a)

) €= 1300 tac0
(4.5.22)
per cui Av ¢ a-Holderiana in [0,7]. La stima (4.5.19) segue da (4.5.20), (4.5.21), (4.5.22).
Il fatto che v sia derivabile con valori in X si puo dimostrare in modo simile oppure
usando il risultato dell’esercizio 4, §4.4.6. N
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Corollario 4.5.7. Siano 0 < a < 1,z € X, f € C([0,T]; X) N B([0,T]; Da(a,0)), e
sia w data da (4.5.4). Allora u € C*((0,T); X) N C((0,T); D(A)), eu € B([e,T); Da(a+
1,00)) per ogni e € (0,T). Inoltre valgono le sequenti affermazioni.

(i) Se x € D(A), allora u é soluzione classica di (3.8.1);

(ii) Se x € D(A), Az € D(A), allora u é soluzione stretta di (3.5.1);

(iii) Se x € Da(a+1,00), allora v e Au appartengono a B([0,T]; Da(a,00)) N C([0,T};
X), Au appartiene a C*([0,T); X), ed esiste C tale che

4| B(D A (0,00)) T 1 AU B(D 4 (a,000) AUl o 0.77:x) < CULFIBDA(@00) T Da(s00))-
(4.5.23)

Dimostrazione. Scriviamo u come u(t) = etz + (e!4 « f)(t). Se x € D(A), la funzione
t — etz & la soluzione classica di w' = Aw, t > 0, w(0) = . Se x € D(A) e

Az € D(A) e soluzione stretta; se x € D(a+1,00) & soluzione stretta e inoltre appartiene
a C1([0,T]; X) N B([0,T); Da(a + 1,00)). La tesi segue ora dal teorema 4.5.6. W

Consideriamo ora il caso in cui f € solo continua con valori in X. Non ci aspettiamo,
in generale, che se vale la condizione necessaria (4.5.2) la soluzione mild sia stretta, come
mostra il seguente controesempio.

Esempio 4.5.8. Siano X = L?(0,7), D(A) = H*(0,7) N H(0,7), Ap(&) = ¢"(&). 1l
problema (4.5.1) conx =0 e f € C([0,T]; X), non ha in generale soluzione stretta.

Dimostrazione. Sappiamo gia che A e settoriale ed ha dominio denso, che inoltre X am-
mette la base ortonormale {e, (£) = (2/7)Y/?sinné, n € N} fatta da autofunzioni di A, e
2

si ha Ae, = —n’e,, e di conseguenza etle, = e "¢,

Basta dimostrare 'affermazione per 7" = 1. Supponiamo per assurdo che per ogni
f € C([0,1]; X) il problema (4.5.1) con x = 0 abbia soluzione u stretta. Allora la funzione
C([0,1]; D(A)) N C'([0,1], X) ~ C([0,1], X), u + u’' — Au, & continua e surgettiva, per
cui esiste C' > 0 indipendente da f tale che

lulleqo,;pay) < Cllflleo,;x)- (4.5.24)
Per k € N, siano ay = 1 — 272 by, = ap + 27271 e siano ¢}, € C°(R) tali che
0<wr(§) =1, @i(§) =1 per & € [ag, by,
©r(0) =0, supp N supp op =0 for h # k.

Per ogni n € N poniamo

fat) =) en(theqr, 0<t <L
k=1
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Dato che supp ¢x N supp ¢ = 0 per h # k, si ha

sup ||fn(®)]| =1, YneN.
0<t<1

Inoltre, essendo f,, € C*([0,1]; D(A)), per il Teorema 4.5.5(ii) o per il Corollario 4.5.7(ii),
la funzione u,(t) = fg elt=9)Af, (s)ds appartiene a D(A) per ogni t € [0,1], e vale

n 1 n 1
Auy (1) = Z/ or(s)e ™4 Aegds = —Z/ 22k<pk(s)e_22k(1_s)ds ok s
k=10 k=10

cosicché )

n by
A (W17 = 3 ([ e 0-0as)
k=1 ag

n 2 n
_ Z <6—22’“(1—bk) _ 6—2%(1—%)) > (6—1/2 ey,
k=1 k=1
Quindi non esiste alcun C' > 0 tale che || Aun|c(o11:x) < Cllfnllcoa);x) per ogni n € N,
per cui (4.5.24) non vale. W

Vale comunque la seguente proposizione.

Proposizione 4.5.9. Sia f € C([0,T];X), x € D(A). Allora la funzione u data da
(3.3.2) é soluzione forte di (3.3.1).

Dimostrazione. Fissiamo A € p(A). Allora x+(A—\I)~!f(0) appartiene a D(A), cosicché
esiste una successione {y,} C D(A?) tale che

lim yn =+ (A - A)TL(0).
Inoltre, esiste una successione { f, }nen di funzioni di classe C, tali che
fu(0) = f(0), Tim |[fa = fllogoryx) = 0.

Per esempio, possiamo prendere la successione dei polinomi di Bernstein di f (cfr. esercizio
1, §5.1.3). Poniamo
Tn=1yn — (A=A f(0), neN.

Allora x, € D(A), Az, + f,(0) = Ay, — A(A — XI)~1f(0) appartiene a D(A) e quindi a
D(A). Per il teorema 4.5.5(ii), il problema

u, (t) = Aup(t) + fu(t), t>0; uy(0) =2y,
ha un’unica soluzione stretta wu,,. Inoltre vale
un — ulleqorx) < Mo(|on — 2l + Tl fn — flleqo,r:x))-

Dato che z,, > x e f,, = f per n — oo, la tesi segue. N
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4.5.1 Esercizi
1) Sia f : [a,b] — X continua. Per n € N, poniamo

n

Pu(t) = WZ(Z)@ )b — t)”_kf<a—|— %(b - a)>.

k=0

Le funzioni P, sono dette polinomi di Bernstein di f. Usando (dopo averle dimostrate) le

identita
zn:(k>t’“(1—t Zk( )tk 1—t)" % =nt,

k=0

Zk —1< )tk(l—t) =n(n—1)t?

provare che P, — f in C([a,b]; X) per n — oco. (Suggerimento: dato € > 0, sia 0 = d(¢) il
modulo di uniforme continuita di f, scrivere la differenza P, (t) — f(t) dividendo la somma
sui k da 0 a n nella somma sui k tali che |a + %(b —a) —t| < ¢ pid la somma sui k tali che
la + %(b —a) —t| > 4. La stima della prima somma ¢ ovvia, nella seconda maggiorare 1
con (k —n(t —a))?/n?6? e usare le formule sopra).

2) Dimostrare la seconda parte della proposizione 4.5.3.

3) Siano x € X, f € C((0,T]; X) tale che t — || f(t)|| € L'(0,T), e sia u la soluzione mild
di (4.5.1)). Provare che per ogni t € [0,7] l'integrale fg’ s)ds appartiene al dominio di
A e che

—x—i—A/ ds+/f ds, 0<t<T.

4) Dimostrare il lemma 4.5.4, usando il risultato dell’esercizio 3.

5) Usando i risultati dei teoremi 4.5.5, 4.5.6, e la caratterizzazione degli spazi D 4(«, 00)
del §4.3, dare qualche risultato di regolarita Holderiana per le soluzioni dei problemi

u(t,x) = Au(t,z) + f(t,z), 0<t<T, x € R",

u(0,x) = up(z), = €R™

ut(t, ) = uga (t,x) + f(t,z), 0<t<T,0<z<1,
u(0,2) = up(z), 0 <z <1,

u(t,0) =wu(t,1) =0, 0<t<T.
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4.6 Comportamento asintotico

4.6.1 Comportamento di ¢4

Una delle proprieta pit utili degli operatori settoriali € quella che in americano viene
chiamata spectrum determining condition: grosso modo, il comportamento asintotico (per
t — 400) di et e pit in generale di A4 ¢ determinato dalle proprieta spettrali di A.

Ricordiamo che il tipo wp di e & definito da wy = inf{log||etA||L(X)/t :t > 0}
= inf{8 : 3IM > 0 tale che [e"}];x) < MeP, V¢t > 0} (cfr. §3.1.2). Vale ancora
la proposizione 3.1.13, enunciata per i semigruppi fortemente continui: infatti nella di-
mostrazione non si ¢ sfruttata in modo essenziale la forte continuita ma solo una sua
conseguenza, ossia il fatto che ||e|| £(x) ¢ limitata al variare di ¢ in un qualunque limitato
di [0, +00); cid & vero anche per i semigruppi analitici.

Poniamo

wa =sup{ReX: A € 0(4)}.

Proposizione 4.6.1. Si ha
Wy — wa4y.

Inoltre per ognin € NU{0} e e > 0 esistono My, . > 0 tali che

[t Am e[ g x) < M e @A ¢ > 0. (4.6.1)

Dimostrazione. Osserviamo che la funzione F(A) = [;° e MetAdt & ben definita e olomor-
fa dal semipiano Re A > wy con valori in £(X), e coincide con R(\, A) per Re A > w,
grazie alla Proposizione 4.1.5. Per il Corollario 2.1.6, I'insieme risolvente di A contiene il
semipiano Re A > wp, nel quale si ha R(\, A) = F(\). Lo spettro di A & contenuto nel
semipiano complementare Re A < wy, per cui wy < wg. Dimostreremo la disuguaglianza
opposta mostrando che vale la (4.6.1) con n = 0; questa implica che w4 + & > wp per ogni
€ > 0, e quindi che w4 > wy.

Si ha evidentemente wy < w, dove w & dato nella definizione 4.1.1. Per 0 < ¢t < 1,
le stime (4.6.1) sono una conseguenza ovvia di (4.1.5). Se t > 1 e € & grande (tale che
wa+e > w), (4.6.1) € ancora una conseguenza di (4.1.5). Consideriamo il caso in cui ¢ > 1
ewy +e<w.

Prendiamo 7 piccolo (0 < r < w — (wa + €)) e deformiamo la curva -, , usata nella
definizione di ' sostituendo la parte di Vrn appartenente al semipiano Re A > wa + ¢
con un segmento verticale: consideriamo cio¢ la curva (orientata come di consueto)

e = {AeC : A=¢Ce M tw £>alU{NeC : A=¢&eM+w, € >a}
U {AeC : Re A=wy +¢, [ImA <b}

= WU Uyl
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dove si & posto a = (w — w4 — €)|cosn| ™!, b= (w—wa — €)|tann|. Per costruzione, . &
contenuta in p(A). Dato che per ogni ¢ la funzione A — e} R(\, A) ¢ olomorfa in p(A) si
ha

/ eMR(\, A)d\ = 0,
Yrp—Ve

per cui

et = / eMR(\, A)dA.

€

Le due semirette %(1) e fyéQ) sono contenute nel settore Sp,, e quindi |R(A, A)|[1(x) <

M|X—w|™! su ’yél) e ’yéQ). Il segmento 7§3) ¢ contenuto in p(A). La funzione || R(-, A)[|1(x)
¢ continua in p(A) e quindi limitata su 75(3). Sia M, tale che [|R(), A)||1x) < M. per ogni

A€ 75(3). Si ha dunque

M [+ e(w+£cosn)t M b
le!4 < 7r/ fdf + Q;/be(wA+6)tdy
a —

< M €(w+acosn)t + Mcb e(wA-i—a)t < M + Mcb €(wA+8)t.
ma| cosn| 7r T(w—wa+¢) T

La stima (4.6.1) segue per n = 0.
Sia n € N. Per ¢ > 1 si ha, usando le stime (4.1.5) e la (4.6.1) con n =0,

||AnetA||L(X) < HAneA/2HL(X)He(t—l/Q)AHL(X) < 2_nCn,56(w+€)/2M0756(wA+E)(t_1/2).

Maggiorando t" con Ce® segue la tesi, per arbitrarieta dic. m

Osserviamo che nel caso wy = w = 0, le stime (4.1.5) sono meglio delle (4.6.1) per ¢
grande.

Poniamoci ora il problema della limitatezza della funzione ¢ + ||e!4z|| per ¢ in [0, +-00).
Dalla proposizione 4.6.1 segue che se w4 < 0, allora tale funzione e limitata (anzi decade
esponenzialmente a 0 per ¢ — oo) per ogni z € X. Nel caso in cui wy > 0, ci chiediamo se
sia possibile caratterizzare gli elementi x per cui ||e/4z|| & limitata in [0, +00). Vedremo
che cio e possibile nel caso in cui lo spettro di A non intersechi ’asse immaginario.

Supponiamo dunque che

o(A)NiR = 0. (4.6.2)
Poniamo o(A) = o_ Uoy, dove
o_=0c(A)N{ e C: ReA <0}, o =0(A)N{AeC: ReA > 0}. (4.6.3)
Dato che o_, o4 sono chiusi e contenuti in Sp, si ha
—w_=sup{ReX: A€0_} <0, wyr=inf{ReX: A€oy} >0. (4.6.4)
o_ e o4 possono essere anche vuoti: in questi casi poniamo w_ = +00, wy = 400.

Introduciamo ora un importante operatore lineare.
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Definizione 4.6.2. Sia P l'operatore definito da

1
P =

= — R(\, A)dA 4.6.5
271_1 ( ? ) Y ( )

v+

dove 4+ € una curva regolare a tratti, chiusa, contenuta in p(A), che circonda o4, orientata
in senso antiorario, con indice 1 rispetto a ogni punto di o4, e con indice O rispetto a ogni
punto di o_.

P ¢ detto proiezione spettrale relativa a o .

Proposizione 4.6.3. Valgono le sequenti affermazioni.
(i) P ¢ una proiezione, cio¢ P? = P, inoltre P € L(X, D(A™)) per ognin € N.

(ii) Per ognit >0 si ha

dAp — ptd = L / MR, A)dA.
271 .

Di consequenza, !4(P(X)) C P(X), e ((I — P)(X)) C (I — P)(X).
(iii) Posto
1
ey = / MR\, A)zd), =€ P(X), t <0,
2mi /o,
si ha, per ogni x € P(X),

ethesAy = (942 t s e R, etz € D(A") neN,

mn

@emx = A"z, teR.

(iv) Per ogni w € [0,wy) esiste N, > 0 tale che per ogni x € P(X) si ha

le™ ]| + | Ae* x| + || A% ]| < Noe'|lz]l, ¢ <.

(v) Per ogni w € [0,w_) esiste M,, > 0 tale che per ogni x € (I — P)(X) si ha

le ]| + [|tAe e + (|t A% ]| < Mue™"|l2]|, ¢ > 0.

Dimostrazione. (i) Siano v4, 7/, curve regolari contenute in p(A) che circondano o4, con
indice 1 rispetto a ogni punto di o4, e tali che v; € contenuta nelle componente connessa
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limitata di C\ +/.. Si ha allora

2
P = <1> R(¢, A)de | RO, A)dA
i) [, e ] mova

271'2) [R(X\, A) — R(&, A)J(€ — N)~'dédA

LXY4

(
:(%f MA§A1%< >LR /@Aww

La dimostrazione di (ii) ¢ analoga ed ¢ lasciata per esercizio.

(iii) Dato che il cammino 4 € limitato, e la funzione integranda ¢ continua con valori
in D(A), l'integrale che definisce !4z, per t < 0 e 2 € P(X), ha valori in D(A). Inoltre
si ha ) .

Aty = — [ MR Az —z)d\ = — | AR\, A)zd),
2m 2mi

by o

1
iemx = / AMR(N, A)zd) = Aetz,
dt 2mi ),

Si dimostra poi per induzione che et4z € D(A™) per ogni n, e che

" 1
d—etAx = / AMeMR(N, A)zd\ = A"z,
dtm 2mi )y,

(iv) Dato w € [0,w ), scegliamo 74 in modo che infye,, ReA = w. Allora si ha

1
laretall < oL | [ PR, A) el
< cnsubres, Il = cnc el

(v) Si ha

1
A1 -P)= — (/ —/ ) eMR(\, A)dA :/ eMR(\, A)d),
27TZ Yr,n Y+ Y-

cony_={AeC: A= —wHret > 0}, orientata come al solito, e n opportuno > /2.
Le maggiorazioni si fanno nel modo consueto, come nella dimostrazione della Proposizione
4.6.1, e sono lasciate per esercizio. W
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Corollario 4.6.4. Dato x € X, si ha

sup |le!z|| < oo <= Pz = 0.
>0

Dimostrazione. Scriviamo ogni = € X come x = Pz + (I — P)x, per cui R
etA(I — P)z. La norma del secondo addendo decade esponenzialmente a 0 per t —
+00. La norma del primo ¢ illimitata se Pz # 0. Infatti, Pz = e *4e!4Px, cosicché
| Px| < He*tAHL(p(X))HetAP:UH < Nye Y| Pz| con w > 0, da cui segue |et4Pz| >
e“||Px||/N,. Quindi t — ||e!4z|| ¢ limitata su R se e solo se Pz =0. H

Osservazione 4.6.5. Sia Ao un elemento isolato dello spettro di A. Definiamo la proiezio-
ne associata 1
Py =

= R(\, A)dA,
271 C'()\o,a)

dove C(Xg,¢e) € la circonferenza (orientata in senso antiorario) centrata in Ao e raggio
¢ abbastanza piccolo in modo che I'unico elemento dello spettro di A appartenente alla
chiusura del cerchio sia Ag. Py coincide con la proiezione definita in (4.6.5) se o4 consiste
del solo elemento Ao (vedi Sezione 2.2).

Per ogni t > 0 abbiamo

1
ey = — MR, A)zd), z € Py(X),
21 C()\o,e)

e la dimostrazione ¢ la stessa del punto (ii) nella proposizione 4.6.3. Infatti nella dimo-
strazione non si ¢ sfruttato il fatto che gli elementi di o4 avessero parte reale positiva, ma
solo che le chiusure di o4 e di o_ non si intersecano.

Come nella proposizione 4.6.3, tale formula pud essere usata per definire €' su Py(X)
anche per t < 0, e per dare una rappresentazione pit esplicita di 4Py stesso: infatti
sostituendo lo sviluppo di Laurent del risolvente e integrando si ottiene, per ogni t € R

1 o0 o0 tn
APy = / e (PO A=) P4+ DE(A= )N ”1>d/\ = Mot (Po + D").
3 o s ( )T+ Di( ) Zl D0

n=1

In particolare, \g ¢ un autovalore semisemplice se e solo se et Py = ! Py.

Da queste osservazioni otteniamo la seguente importante conseguenza nel caso critico
di stabilita in cui w4 = 0. Se gli elementi dello spettro di A con parte reale nulla sono isolati
in 0(A) (e quindi sono in numero finito, chiamiamoli A1, ..., Ay) allora ¢ — HetAHL(X) e
limitata in [0, +00) se e solo se tutti i A\; sono autovalori semisemplici di A. Infatti, posto
P= Zjvzl Pj, dove P; ¢ la proiezione associata a Aj, si ha

N 00
| o
et = NI - P)+ E et (P] + E n!Dj> .
j=1 n=1
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La norma di ¢*4(I — P) & limitata in [0,00), anzi decade esponenzialmente per ¢ — oo.
Quindi ¢t — HetAHL(X) ¢ limitata in (0, +00) se e solo se ogni D; ¢ nullo, ossia se e solo se
ogni \; ¢ un autovalore semisemplice.

Esempio 4.6.6. Riprendiamo gli esempi 4.2.3 e 4.2.5.

Nel caso dell’esempio 4.2.3, abbiamo X = C,(R) oppure X = LP(R) con 1 < p < o0, 4
¢ la realizzazione della derivata seconda in X con dominio C7(RR) nel primo caso, W (R)
nel secondo. In entrambi i casi abbiamo p(A4) = C\ (—o0,0], [|AR(A, A)|| < (cos8/2)7 1,
essendo f = arg A. Siamo nel caso in cui w = wy = 0, e le stime (4.6.1) sono peggiori delle
(4.1.5) per t grande. Conviene usare le (4.1.5), che danno

et < My, |[tFA%e!d|| < My, k€N, t> 0.

Quindi, per ogni f € X, t — e f ha norma limitata in (0, 400), e le sue derivate k-
esima rispetto al tempo e 2k-esima rispetto alla variabile spaziale x decadono per t — +o0
almeno come ¢~*, nella norma di X.

Consideriamo ora X = C([0,7]) oppure X = LP(0,7) con 1 < p < oo, e D(A) ={f €
C?([0,7]) : f(0) = f(x) = 0} nel primo caso, D(A) = Wol’p(O,ﬂ) N W?2P(0,7) nel secondo
caso, Au = u” + au, dove a € R & un numero fissato. Posto B : D(A) — X, Bu = u”, si
ha (cfr. esercizio 3, §2.1.1) p(A) = p(B) + o, R(A\,A) = R(A — a, B) per ogni A € p(A).
Inoltre lo spettro di A ¢ dato dalla successione di autovalori

M =—k*4+a, keN,

e se A # —k? per ogni k € N, si ha R(\,A) = R(A — , B). In particolare, se o < 1 lo
spettro & contenuto nel semipiano {\ € C : Re\ < 0}, e per la proposizione 4.6.1 ||e4||
decade esponenzialmente per ¢t — oco.

Se a = 1 allora wy = 0, p(A) \ {0} ¢ contenuto in (—oo, —3]. Per 'osservazione 4.6.5, la
norma ||e*4|| & limitata in (0, +00) se e solo se 0 & autovalore semisemplice di A. In effetti,
tutti gli autovalori di B sono semplici, dato che sono poli semplici del risolvente come si
vede dall’espressione del risolvente (4.2.3) (cfr. esercizio 6, §2.2.1). Quindi 0 & autovalore
semplice di A, e la funzione t — e f & limitata con valori in X per ogni f € X.

Se a > 1, esistono elementi dello spettro di A con parte reale positiva. Nel caso in cui
a # —n? per ogni n € N, & verificata 1 ipotesi (4.6.2). Per il corollario 4.6.4, le funzioni
f per cui || f|| & limitata sono tutte e sole le f tali che Pf = 0, dove P & la proiezione
spettrale relativa a 0. Sia n € N tale che n? < o < (n + 1)2. Allora la proiezione P si

puo scrivere come
n
P= E P,
k=1

essendo P, = ﬁ fC(Ak o) R\, A)d), eidp=—k?>+a,k=1,...,n, sono gli autovalori di
A con parte reale positiva. Dato che abbiamo una espressione esplicita di R(A, A) si puo
calcolare ogni Pi e quindi P, usando la formula

P,= lim (A+k —a)R\A) = lim (24 k*)R(z B).

A= —k2+a 2——k?2
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che segue dallo sviluppo di Laurent del risolvente vicino a Ap. Possiamo scorciare il
procedimento ragionando come segue: nel caso X = L?(0, 1), dato che I'operatore A ¢ au-
toaggiunto, per il Lemma 2.2.12 la proiezione P e la proiezione ortogonale sull’autospazio
relativo all’autovalore \i, che ha dimensione 1 ed & generato dalla funzione sin(k-). Posto

er(&) = v/2/msin(kf), ex ha norma 1 e si ha Py f = (e, f)ek, ossia
(PO = 2 [ sinky fdysinke, € < 0.7 (16.6)

Nel caso X = C([0,7]) oppure X = LP(0,7) con p # 2, usiamo il Lemma 2.2.11. Dato
che A\ e autovalore semisemplice e 'autospazio ha dimensione 1, la proiezione P € 'unica
proiezione sull’autospazio che commuta con A. Effettivamente la proiezione data da f +—
%fow sin ky f(y)dysink- commuta con A su D(A) (basta integrare due volte per parti
nell’integrale), e quindi coincide anche in questo caso con P.

Ricapitolando, per ogni f € X la funzione t — [|e! f|| ¢ limitata in (0, +00) se e solo
se

/ sinky f(y)dy =0, k=1,...,n.
0

Resta 1'ultimo caso, & = n? per qualche n € N, n > 2. Allora lo spettro di A &
costituito dagli n — 1 autovalori positivi \y = —k%2 4+ a, k = 1,...,n — 1, dall’autovalore
An = 0, e dagli altri autovalori A\ con k > n, tutti negativi. Chiamiamo ancora Py la
proiezione spettrale relativa a ciascun autovalore \;. L’ipotesi o(A) NiR = ) ¢ violata,
ma dato che 0 & un autovalore semisemplice, t — ||e*4 P, || & limitata in (0, +-00). Conviene
scrivere X = Q(X) & (I — Q)(X) dove Q = Y";_; Pi. Q ¢ la proiezione spettrale relativa

all’insieme {\1,...,\,}, vedi esercizio 8, §2.2.1. La norma di e!4(I — Q) ¢ limitata in
(0,4+00), anzi decade esponenzialmente a 0 per ¢ — oo. Quindi || f|| & limitata in
(0,+00) se e solo se lo & || Qf| = || 37—, e“AP:f|l, e questo & verificato se e solo se

P.f =0perognik=1,...,n—1.
Leggiamo questi risultati quando f € C([0,]) in termini di proprieta della soluzione
dell’equazione

ut(t, @) = uge(t,x) + au(t,z), t>0,0<z<m,
u(0,2) = f(z), 0 <z <m, (4.6.7)

u(t,0) = u(t,m) =0, t>0.

Quando o < 1, la soluzione u(t,-) = !4 f di (4.6.7) e tutte le sue derivate decadono

esponenzialmente nella norma del sup per ¢ — 400, qualunque sia il dato iniziale f.
Quando a = 1, la soluzione & limitata per ogni f € C([0,7]). Quando @ > 1, o €

(n?, (n+1)2] per qualche n € N, la soluzione ¢ limitata se e solo se f soddisfa le condizioni

/ sinky f(y)dy =0, k=1,...,n.
0
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4.7 Comportamento asintotico in problemi non omogenei

4.7.1 Soluzioni limitate in [0, +00)

In questa sezione ci occuperemo del problema

u'(t) = Au(t) + f(t), t >0,

(4.7.1)
u(0) = uy,
con f:[0,400) — X continua, e ug € X. Supporremo che
o(A)NiR = 0. (4.7.2)

Poniamo, come nella sezione precedente, o = {\ € 0(4) : ReA <0}, e 0. ={A€0(4):
ReA >0}, e
—w_=sup{ReA: N€o_} <0<wy =inf{ReA: A€oy}

Sia P la proiezione definita da (4.6.5). Fissiamo una volta per tutte un numero reale
w tale che
0 <w < minf{wy,w_},

e siano M,,, N, le costanti date dalla proposizione 4.6.3(iv)(v).

Ricordiamo che Cy([0, 4+00); X) ¢ lo spazio delle funzioni continue e limitate da [0, +00)
a X, dotato della norma del sup ||-||oc, € che, per 0 < a < 1, C;*([0, +00); X) ¢ il sottospazio
di Cy(]0, +00); X) costituito dalle funzioni holderiane di esponente «, ed ¢ dotato della

norma t
1flloe = I flloe + [flow = sup | F(®)] + sup D =TGN
>0 o<s<t (t—29)

Dati f € Cp([0,400); X), up € X, poniamo

ui (t) = (I — P)ug + /t =)A= P)f(s)ds, t >0,
0

+oo
usg(t) = —/ e=9Apf(s)ds, t>0.
¢
Osserviamo che u; € la soluzione mild del problema

V(1) = Av(t) + (I — P)f(t), t>0,
(4.7.3)
v(0) = (I — P)uo,

mentre ug € la soluzione mild (ma anche stretta, dato che la parte di A in P(X) appartiene
a L(P(X)) del problema

V'(t) = Av(t) + Pf(t), t >0,

+oo
v(0) = —/0 e AP f(s)ds.
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Lemma 4.7.1. Valgono le sequenti affermazions.

(i) Per ogni f € Cy([0,400); X) e per ogni ug € D(A) la funzione uy appartiene a
Cy([0, +00); X)), ed esiste Cy indipendente da f e ug tale che

[urlloo < Cr([luoll + [1flloo), (4.7.4)

Se in pii f € CP([0,+00); X), up € D(A), Aug + f(0) € D(A), allora v, Auy
appartengono a Cy([0,+00); X), ed esiste C o indipendente da f e ug tale che

lutlloo + llutlloe + [ Auslloo < Crallluoll + [[Auoll + [[fllce). (4.7.5)

(it) Per ogni f € Cp([0,+00); X), uz € Cy([0,+00); D(A)), inoltre ug é derivabile, uf, €
Cy([0, +00); X)), ed esiste Cy indipendente da f tale che

[uzlloo + llud]loe + [Auzlloo < Collflloc- (4.7.6)

Dimostrazione. (i) Sappiamo gia che u; € continua, dato che (I — P)f & continua e (I —
P)ug € D(A). C’¢ solo da dimostrare che ¢ limitata. Per ogni ¢ > 0 si ha

t
lwa @[ < Moe (I — P)uol +/ Me~""*)ds sup ||(I - P)f(s)l|
0 0<s<t

IN

M =PIl + 211 )

Se ug € D(A) e Aug+£(0) € D(A) allora (I—P)ug € D(A) e A(I—P)ug+(I—P)f(0) €
D(A); se f € C§'([0,400); X) allora anche (I — P)f € C;*([0,+00); X). Per il Teorema
4.5.5(ii), uy € C([0,T); D(A)) N C*([0,T); X) per ogni T > 0 ed & soluzione stretta di
(4.7.3).

Proviamo le stime (4.7.5). Per ogni t > 0 si ha(!)

| Aws (8)]] < Mue="|(I — P)Augl| + HA [ = s - s

- HA/OteSA(I — P)f(t)ds

—w(t—s)

< M = )|+ M, [ sl = P flon + (6 = DT = PO

_ S)lfa

<1 = P (Mool + e on )+ (0 + Dl

[0}

'Ricordiamo che la funzione I' di Eulero ¢ data da
(o) = / et o> 0,
0

ed & un prolungamento regolare della successione I'(n) = (n — 1)!.
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(ii) Per ogni t > 0 si ha
> w(t—s Nw
Jus(®)l < N, [ s sup | P1(s)] < 2P [ fllc)
t 5>0 w

Analogamente, ||Aus(t)| < w N, ||P|| || f]loo- Inoltre,
us(t) = Aua(t) + Pf(t), t >0,
quindi

3N,
sup [[us(t)]| + sup || Aug(t)]] < (“ + 1) 1PN floo-
>0 >0 w

Dal lemma 4.7.1 si deduce facilmente una condizione necessaria e sufficiente sui dati
up, f affinché il problema (4.7.1) abbia soluzione limitata con valori in X in [0, +00).

Proposizione 4.7.2. Siano f € Cy([0,+0); X), ugp € D(A). Allora la soluzione mild u
di (4.7.1) appartiene a Cy([0,400); X) se e solo se

+oo
Puy = — / e AP f(s)ds. (4.7.7)
0
Nel caso che valga (4.7.7), si ha u(t) = ui(t) + ua(t), ossia
t +o0
u(t) = (I — P)ug +/ e =)A(T — P)f(s)ds — / e=)APf(s)ds, t>0. (4.7.8)
0 t

Se in pid f € C([0,400); X), ug € D(A), Aug + f(0) € D(A), allora u appartiene anche
0 Cy([0, +00); D(A)).
Dimostrazione. Per ogni t > 0 si ha

u(t) = (I — P)u(t) + Pu(t)

¢ t
_ (I — Plug + / et=IA(L — P) f(s)ds + " Pug + / eI P f(s)ds
0 0

+o00 400
= uy(t) + et Puy + (/ —/ > et=9)APf(s)ds
0 t

= uy (t) + ua(t) + et (Puo + /O+Ooe_SAPf(s)ds> :

Le funzioni u; e wug sono limitate per il lemma 4.7.1, quindi » € limitata se e solo se
la funzione t — et4 (Puo + f0+o° e‘“‘Pf(s)ds) ¢ limitata. D’altra parte y = Pug +

f0+oo e *APf(s)ds & un elemento di P(X), quindi e*4y & limitata se e solo se y = 0, ossia
vale (4.7.7).

Nel caso che valga (4.7.7), allora u = wuj + ug, cio¢ vale la (4.7.8). Il resto della
proposizione segue dal lemma 4.7.1. ®
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4.7.2 Soluzioni limitate in (—oo, 0]

In questa sezione studiamo soluzioni retrograde del problema
V() = Av(t) + g(t), t<0,
(4.7.9)
v(0) = vy,

con g : (—00,0] — X continua, vg € D(A). Supporremo sempre che valga I'ipotesi (4.7.2).

Il problema ¢, in generale, mal posto, cioé non ¢ detto che per tutte le g regolari e i
dati finali vy soddisfacenti le condizioni di compatibilita necessarie, ci sia una soluzione.
Vedremo in effetti che per trovare una soluzione si dovranno imporre delle condizioni
molto restrittive sui dati. D’altra parte queste condizioni garantiranno buone proprieta di
regolarita per le soluzioni.

Una funzione v € C'((—o0,0]; X) € detta soluzione mild di (4.7.9) in (—o0, 0] se v(0) =
vg € per ogni a < 0 si ha

t
v(t) = e =D4y(a) +/ e=4¢(s)ds, a<t<O. (4.7.10)

In altre parole, v € soluzione mild di (4.7.9) se e solo se per ogni a < 0, posto y = v(a), v
¢ soluzione mild del problema

V'(t) = Av(t) + g(t), a<t <0,
(4.7.11)
v(a) =y,
e in piu v(0) = vy.
Gli spazi Cp((—00,0]; X), Cp*((—00,0]; X) sono definiti in modo analogo al caso della
semiretta [0, +00).
Dati g € Cyp((—00,0]; X), vg € X, poniamo

t
n(t) = / cT=DA(]  PYg(s)ds, 1 <0,

—0o0
t
va(t) = e Py —I—/ =34 Pg(s)ds, t<0.
0

Osserviamo che v1 € soluzione mild del problema

w'(t) = Aw(t) + (I — P)g(t), t <0,

0
w(o)= [ eI - Pigls)ds,

—00
mentre vy € soluzione mild, e anche stretta, del problema

w'(t) = Aw(t) + Pg(t), t <0,

w(0) = Py
(vedi esercizio 7, §1.2.1).
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Lemma 4.7.3. Valgono le sequenti affermazioni.

(i) Per ogni g € Cyp((—00,0]; X) la funzione vy appartiene a Cyp((—00,0]; X), e inoltre
esiste K1 > 0, indipendente da g, tale che

[v1]loo < K1]g]loo- (4.7.12)

Se in pit g € Cp((—00,0]; X) per qualche o € (0,1), allora vy € CJ((—00,0]; D(A)),
inoltre vy & derivabile, v} € Cf((—00,0]; X), ed esiste K1 o > 0, indipendente da g,
tale che

[vllce + |Avi]|ce < Ki1allgllce- (4.7.13)

(i) Per ogni g € Cp((—o0
Cy((~00,0]; D(4)) N C}
da vg, tale che

,0; X) e per ogni vo € X, la funzione vy appartiene a
(( 0]; X); inoltre esiste Ko > 0, indipendente da g e

_oo’

[v2lloo + [|v5]loo + [[Av2lloe < Ka([lvoll + [lglloo)- (4.7.14)

Dimostrazione. (i) Che v sia continua in (—oo, 0] con valori in X si puo vedere in vari
modi, per es. osservando che per a < t < 0 si ha v (t) = e(t=% )+ JLet=)A(T
P)g(s)ds, e sappiamo che il primo addendo & continuo in (a, +00) e 11 secondo lo ¢ in [a O]7
dato che a ¢ arbitrario v; € continua in (—o0,0].

Dimostriamo che v; € limitata. Per ogni ¢t < 0 si ha

M,
o< [ s sup (1 Plg(s)] < A = Pl gl

Ora osserviamo che per ogni y € (I — P)(X), si ha

“+00
A/ Ay do = —y. (4.7.15)
0

Infatti, +°° ey do = limy_ 4 o0 fo ey do, e Afo ey do = ety —y tende a y per t —

~+00. Dato che A ¢ chiuso, la formula segue. Oppure, usiamo il fatto che f0+ Ay do =
R(0, Ap)y dove Ay ¢ la parte di Ain (I — P)(X), e AgR(0,Ap) = —I su (I — P)(X).
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Usiamo la formula (4.7.15) per studiare il caso in cui g € Cf'((—00,0]; X). In questo
caso, v1(t) € D(A), e si ha

lAn @] < H [ A= Ptats) — g0y

- H /_ ; AT — P)g(t)ds

t e—w(t—s) +00
< M sl = Plies+ 4 [ et - Prgtoyio
< M P glen + |~ (1~ Po(t)]
< - PI(31 2 ).

La dimostrazione del fatto che Av; € C%((—00,0]; X) ¢ simile a questa e a quella del
teorema 4.5.5, ed ¢ lasciata per esercizio.
Dimostriamo (ii). Per ogni ¢t < 0 si ha

loa(£)]]

IN

N, e“t| Pug|| + N,

t
/ ew(t—s)ds
0

1
N (1Pl + 171 ol )

sup,<o [ Pg(s)]|

IN

Analogamente si ottiene ||Ava(t)|| < Nu(||Pvoll + w™||P|| |lglloc). Essendo inoltre v} =
Avg + Pg, la maggiorazione (4.7.14) segue. R

Il lemma 4.7.3 ci permette di dare una condizione necessaria e sufficiente sui dati g, ug
affinché il problema (4.7.9) abbia una soluzione mild limitata in (—oo, 0] con valori in X.

Proposizione 4.7.4. Siano g € Cyp((—00,0]; X), vo € X. Allora il problema (4.7.9) ha
una soluzione mild v € Cy((—00,0]; X) se e solo se

0
(I —P)uy = / e AT — P)g(s)ds. (4.7.16)

—0o0

Nel caso che valga la (4.7.16), la soluzione limitata é unica, ed é data da
t t
v(t) = e Py Jr/ et=)APg(s)ds +/ eU=)A( — P)g(s)ds, t<O0. (4.7.17)
0 —00

Se in pii g € C¥(—00,0]; X) per qualche o € (0,1), allora v é soluzione stretta ed
appartiene a C*((—o0,0]; D(A)), v appartiene a C*((—o0,0]; X).
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Dimostrazione. Supponiamo che (4.7.9) abbia una soluzione mild v limitata. Allora per
ogni a < 0 e per ogni t € [a,0] si ha

v(t) = (I—P)u(t)+ Po(t)

_ oA _ pyy /<t VA(T — P)g(s)ds + Po(t)

= elt=)A(T — Py (/ /)“S — P)g(s)ds + Pu(t)

= eltma)A ((I P)v(a) + / @A (1 — P)g(s )ds)+vl(t)+Pv(t)

= (=9I — P)u(a) + vi(a)) + vi(t) + Pu(t).

Grazie al lemma 4.7.3, sup,< [[v1(a)|| < oo, inoltre per ipotesi si ha che sup,<, (I —
P)v(a)|| < co. Facendo tendere a a —oo si ottiene

v(t) = vi(t) + Pou(t), t <0.
D’altra parte, Pv e soluzione mild, e anche stretta, del problema

w'(t) = Aw(t) + Pg(t), a<t <0,

w(a) = Poa),
ed essendo Pv(0) = Puy, si ha, per t <0 (cfr. esercizio 7, §1.2.1),

t
Pu(t) = et Puyg +/ et~ Pg(s)ds = vy(t),
0

per cui v(t) = v1(t) + va(t), e vale la (4.7.17). In particolare, (I — P)v(t) = vi(t), e per
t = 0 otteniamo la (4.7.16).

Viceversa, per il lemma 4.7.3 la funzione v definita dalla formula (4.7.17) appartiene
a Cp((—00,0]; X), ed & soluzione mild di v = Av + g, come abbiamo gia osservato. Se
inoltre vale la (4.7.16) si ha v(0) = Pvg+ f_ooo e *4(I — P)g(s)ds = Puvy+ (I — P)vg = vp.

L’ultima affermazione segue ancora dal lemma 4.7.3. H

4.7.3 Soluzioni limitate in R
Studiamo ora l'esistenza e le proprieta di soluzioni limitate su R dell’equazione
2(t) = Az(t) + h(t), tER, (4.7.18)

dove h : R +— X & continua e limitata. Supporremo ancora che valga (4.7.2). Useremo gli
spazi di Banach Cy(R; X), C*(R; X), definiti come nel caso delle semirette.
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Una funzione z € Cy(R; X)) € detta soluzione mild di (4.7.18) in R se per ogni a € R si
ha

t
2(t) = =942 (a) —l—/ =) An(s)ds, t> a, (4.7.19)
a
ovvero se per ogni a < 0, posto z(a) = Z, z & soluzione mild del problema

2 (t) = Av(t) + h(t), t > a,
(4.7.20)
z(a) =z.

Proposizione 4.7.5. Per ogni h € Cy(R; X), il problema (4.7.18) ha un’unica soluzione
mild z € Cp(R; X), data da

t [e’s)
2(t) = / =D — P)h(s)ds — / e=)APpp(s)ds, teR. (4.7.21)
—0o0 t

se in pit h € C*(R; X) per qualche o € (0,1), allora z é soluzione stretta e appartiene a

C*(R; D(A)).

Dimostrazione. Sia z una soluzione mild appartenente a Cy(R; X), e sia z(0) = z9. La re-
strizione di z a [0, +-00) € soluzione mild di (4.7.1) con up = 2o e appartiene a Cy([0, +00); X);
per la proposizione 4.7.2 dovra essere

+o0o
Pz = —/ e A Ph(s)ds.
0

La restrizione di z a (—o0,0]) ¢ soluzione mild di (4.7.9) con vy = zp e appartiene a
Cy((—00,0]); X); per la proposizione 4.7.4 dovra essere,

0
(I — P)zy = / e ST — P)h(s)ds.

—0o0

Sempre per la proposizione 4.7.2 avremo, per t > 0,
0
At) = oA / e~ A(I — P)h(s)ds
t +oo
+ / eU=A(1 — P)h(s)ds — / =4 Ph(s)ds
0 t

t +oo
= / =41 — P)h(s)ds — / =4 Ph(s)ds.
t

— 00
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Inoltre, per la proposizione 4.7.4 avremo, per t < 0,

2(t) = et (— /0 h esAPh(s)cLs)

t t
+ / e=APh(s)ds + / =941 — P)h(s)ds
0

—00

+oo t
= — / =4 Pp(s)ds + / et =)A(T — P)h(s)ds,
t —00

quindi vale la (4.7.21). D’altra parte, per i lemmi 4.7.1 e 4.7.3 (con ovvie modifiche: i due
lemmi riguardano funzioni definite su semirette, in questo caso il dominio ¢ R), la funzione
z data dalla (4.7.21) appartiene a Cy(R; X), e si verifica facilmente che e soluzione mild.
Infatti abbiamo, per a <t

2(t) = < /_ C;O+ / t)e(t‘s)A(I—P)h(s)ds— < / L / t>e(t_s)APh(s)ds

a t
_ e(t—a)A/ e(a—S>A([—P)h(s)ds+/ et=)A(T — P)h(s)ds

—00 a

+o0 t
A / @ =APh(s)ds + / el"=*)APh(s)ds

t
e(t_a)Az(a)—l—/ =) n(s)ds.

Se in piu h € C*(R; X), allora z € C%(R; X ), sempre per i lemmi 4.7.1 ¢ 4.7.3. ®

Osservazione 4.7.6. Si verifica facilmente che

(i) se h & costante, allora z & costante;

(ii) se limy— 400 A(t) = hoo (rispettivamente, limy_,_ o h(t) = h_) allora

+0c0 0
lim z(t) :/ eI — P)hoods —/ e*A Phoods
0

t——+o0 — o
(rispettivamente, la stessa cosa con +o0o sostituito da —oo);
(iii) se h e T-periodica, allora z ¢ T-periodica.

Per la dimostrazione di queste affermazioni, conviene cambiare variabile ponendo t —s = o
nei due integrali che compaiono nell’espressione di z, ottenendo

2(t) = /;OO "I = P)h(t — o)do — /0 e”APh(t — o)do, teR.

—0o0
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4.7.4 Soluzioni con crescita o decadimento esponenziale
L’ipotesi (4.7.2) ¢ sostituita da

c(A)N{A e C: ReA=w} =10, (4.7.22)

per qualche w € R. In particolare, la (4.7.22) & soddisfatta da ogni w > wy. Se I & uno
dei tre insiemi (—o0, 0], [0, +00), R, poniamo

Co(I; X)={f:1~ X continue| | f||c, := sup ||e_“’tf(t)|| < oo},
tel
e per a € (0,1)

CO(I;X) = {f : T X[t e “Lf(t) € C(T: X)),

—wt t) — e~ WS
1flles = sup e f@ + sup N IO = G]
tel t,s€1, ts |t — s

Siano f € Cy([0,+0); X), g € Cy((—00,0]; X), h € Cy(R; X). Si verifica facilmente
che i problemi (4.7. 1) (4.7.9), (4.7.18) hanno soluzioni mild u € C,([0,4+00); X), v €
Cu((—=0,0]; X), z € Cy(R; X) se e solo se i problemi

@' (t) = (A—wla(t)+ e “f(t), t>0,
(4.7.23)
u(0) = uo,
V'(t) = (A—wh)i(t) + e “g(t), t<0,
(4.7.24)
v(0) = vy,
F(t) = (A—wl)i(t) + e “'h(t), t R, (4.7.25)

hanno soluzioni mild @ € Cy(]0, +00); X), v € Cp((—00,0]; X), 2 € Cp(R; X), e in questo

caso si ha u(t) = e*tu(t), v(t) = e“'o(t), 2(t) = e“tz(t). D’altra parte l'operatore A =

A —wl : D(A) — X e settoriale e verifica l'ipotesi (4.7.2), quindi tutti i risultati delle

sezioni precedenti sono applicabili ai problemi (4.7.23), (4.7.24), (4.7.25). Notiamo che la

proiezione spettrale P negli enunciati precedenti e quella relativa all’operatore A, e quindi
1 1

P=_— | ROA—whd\= —— R(z, A)dz, (4.7.26)

2mi )y, 2710 Sy 4

dove la curva 4 4w circonda 0 := {A € 0(A4) : Re A > w}, ed ¢ contenuta nel semipiano
{Re A > w}. Poniamo inoltre 0¥ := {\ € 0(4) : Re A < w}. Osserviamo che se w > wy
allora P = 0.

Applicando i risultati delle sezioni precedenti otteniamo i seguenti teoremi.

Teorema 4.7.7. Nell’ipotesi (4.7.22), sia P definita da (4.7.26). Valgono le segquenti
affermazions:
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(i) Se f € Cu([0,+0); X) e ug € D(A), la soluzione mild u del problema (4.7.1)
appartiene a C,([0,+00); X) se e solo se vale

+o0o
Puy = —/ e sA—whemws pr(g)ds,
0

o0ssia?) oo
Pugy = —/ e APf(s)ds.
0

In questo caso, u é data da (4.7.8), ed esiste C; = Cy(w) tale che

[ulle, (fo.400):x) < Crllluoll + 1 Fllcw 0400):))-

Se in pit f € CZ(]0,+00); X) per qualche o € (0,1), ug € D(A), Aup+ f(0) € D(A),
allora u € Cy([0,400); D(A)), ed esiste C1 = C}(w, ) tale che

lullc, ((0,4-00):0(4)) < Crllluollpeay + 1 llew (0,4-00):x))-

(i) Se g € Cpy((—0,0];X) e vg € X, il problema (4.7.9) ha una soluzione mild v €
Cu((—00,0]; X) se e solo se vale (4.7.16). In questo caso v é unica ed é data dalla
formula (4.7.17). Esiste Co = Cy(w) tale che

vl e ((=o0s005x) < Calllvoll + [lgllc., ((—o0,015))-
Se in pit g € CS((—00,0]; X) per qualche o € (0,1), allora v € CS((—o0,0]; D(A))
ed esiste Ch = Ch(w, a) tale che

0]l ((—s00);pcay) < Calllvoll + llgllce ((—o00:x))-

(i1i) Se h € C,(R;X), il problema (4.7.18) ha un’unica soluzione mild z € Cy,(R; X),
data dalla formula (4.7.21), ed esiste Cs = C3(w) tale che

I2llc., msx) < Csllhlle, ix)-

Se in pit h € CX(R; X) per qualche a € (0,1), allora z € CS(R; D(A)) ed esiste
C4 = C4(w, @) tale che

2]l ca®sp(ay) < Csllhllcs @;x)-

Osservazione 4.7.8. Abbiamo considerato finora spazi di Banach complessi; inoltre gli
operatori ', P, ecc., sono tutti definiti mediante integrali su cammini in C.

Se X ¢ uno spazio di Banach reale, e A : D(A) C X — X ¢ un operatore lineare
chiuso, conviene considerare comunque spettro e risolvente complessi, definendo le com-
plessificazioni di X e di A come nel capitolo 2. Nel caso che la complessificazione A di A

2Notiamo che, essendo o limitato, et P & ben definito anche per ¢t < 0, e valgono i risultati della
proposizione 4.6.3, con ovvie modifiche. Cfr. esercizio 3, §4.6.2
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t t

sia settoriale e generi il semigruppo analitico €' in X, la restrizione e A| x manda X in
sé per ogni t > 0. Per dimostrarlo, conviene modificare il cammino +,, e trasformarlo in
un cammino y = {\ € C: X\ = w' 4 pe®™® p > 0}, con w’ > w, percorso come al solito in
senso antiorario. Si ottiene cosi per ogni x € X,
+00

1 ’ . i0 . o _
etAl' — : et (eZG-I—ptez R(pezﬂ’ A) _ g~ Wtpte
2wt Jo

0

R(pe ™, A)) dpz, t>0.

Si verifica poi che la parte reale della funzione integranda ¢ identicamente nulla, e quindi
ety appartiene a X.

Le stesse considerazioni valgono per le proiezioni P e I — P. Conviene prendere come
v+ una circonferenza C' = {w’ + e’ : n € [0,27]} con centro w’ sull’asse reale. Per ogni
r € X si ha

1 2 ) )
Pz = / re"R(w' +re', A)x dn
2w 0
= 2L (e"R(w' +re™ A) — e " R(re”", A)z) dn,
TJo

e la funzione integranda ha parte immaginaria identicamente nulla. Quindi P(X) C X, e
di conseguenza (I — P)(X) C X.

Esempio 4.7.9. Consideriamo ’equazione del calore non omogenea

ur(t, @) = ugz(t,x) + f(t,z), t>0,0<z<m,
u(0,2) = up(z), 0 <z <m, (4.7.27)

u(t,0) =u(t,m) =0, t>0,

con f : [0,+00) x [0,7] — R continua, uy continua e nulla in 0 e in 7. Scegliamo come
al solito X = C([0,7]), A : D(A) = {f € C?([0,7]) : f(0) = f(r) =0} — X, Au = u"
(cfr. esempio 4.6.6, con o = 0). Essendo wq = —1, vale l'ipotesi (4.7.2), e in questo caso
P = 0. La proposizione 4.7.2 ci garantisce allora che per ogni f continua e limitata e per
ogni uy € C([0,7]), tale che up(0) = up(m) = 0, la soluzione di (4.7.27) & limitata.

Per quanto riguarda le soluzioni con decadimento esponenziale, usiamo il teorema
4.7.7(i). Fissato w # n? per ogni n € N, si ha o(A)N{A € C: ReA = —w} =10. Se f &
continua tale che

sup  [e”' f(t,x)] < o0
t>0,0<zx<m

allora la soluzione mild u di (4.7.27) & tale che

sup  |e*fu(t,x)| < oo
>0,0<z<m

se e solo se vale la (4.7.7), ossia (cfr. esempio 4.6.6)

™ +oo ™
/ uo(z) sinkx dx = / ekgs/ f(s,z)sinkx dx ds,
0 0 0
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per ogni numero naturale k tale che k? < w. (Osserviamo che essendo Asinkxr =
. . . 2 . .
—k?sin kx, si ha e sin kx = et sin kx, per ogni t € R).

Consideriamo ora il problema retrogrado
ve(t, ) = vge(t, ) + g(t,x), t<0,0<z<m,
v(0,z) =vo(x), 0 <z <m, (4.7.28)
v(t,0) =v(t,m) =0, t <0,

a cui applichiamo i risultati della proposizione 4.7.4. Essendo P = 0, se g : (—00,0] X
[0, 7] — R & continua e limitata, ¢’ & solo un dato finale vy per cui la soluzione & limitata,
ed & dato da (vedi la formula (4.7.16))

0
vo(x) = / e (s, )ds(x), 0 <z <m.

—0o0

Una conclusione analoga vale, grazie al teorema 4.7.7(i), se g & continua e decade espo-
nenzialmente,
sup  |eg(t,z)] < oo
<0,0<z <7
con w > 0.

Consideriamo il problema su tutto R

z2t(t,x) = zga(t,x) + h(t,x), teR, 0<x <m,
(4.7.29)
z(t,0) = z(t,m) =0, t €R.

Grazie alla proposizione 4.7.5, per ogni h : R x [0, 7] — R continua e limitata, il problema
ha un’unica soluzione mild limitata, data da

¢
z(t,x) = / et =)An(s, Vds(x), teR, 0 <z <m.

Valgono le considerazioni dell’osservazione 4.7.6: in particolare, se h € T-periodica rispetto
al tempo, allora lo ¢ anche z; se h dipende solo da x anche z ¢ indipendente dal tempo, e
si ha (vedi esercizio 1, §4.7.5)

t
2(t,x) = / DA (Vds(z) = (—A7h) (),

—00

e Pespressione esplicita di A~1'h si calcola facilmente risolvendo I’equazione differenziale
ordinaria f” = h, f(0) = f(7) =0.
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4.7.5 Esercizi

1) Sia A un operatore settoriale. Provare che se wy < 0 allora

—+o00
/ etAdt = — A1,
0

Pit in generale, provare che qualunque sia w4, per ogni A € C con Re A > w4 si ha
+oo
/ e Metddt = R(), A).
0

2) Siano a, B € R e sia A la realizzazione della derivata seconda in C([0, 1]), con dominio
{f € C%([0,1]) : af(i) + Bf'(i) =0, i = 0,1}. Trovare wa.

3) Sia A un operatore settoriale tale che 0(A) = 01 U o9, con o1 compatto, oy chiuso. Sia

P l'operatore definito da
1
p= ,/R(A,A)d)\,
v

211

dove 7 ¢ una curva regolare chiusa contenuta in p(A), che circonda o1, orientata in senso
antiorario, con indice 1 rispetto a ogni punto di ¢ e con indice 0 rispetto a ogni punto di

o(A)\ 1.
Dimostrare che la parte Ay di A in P(X) (che appartiene a £L(P(X)), cfr. esercizio 7,
§2.2.1) genera il gruppo

1
et = / eMR(N, A)d),
27i oy

per cui per ogni € P(X) e per ogni t > 0 si ha
1
ey = — / eMR(N, A)z d.
27 )y

4) Sia A un operatore settoriale tale che o(A) NiR = 0, e sia g € C§*((—00,0]; X) con
0 < a < 1. Dimostrare che la funzione v;(t) = ft e(t AT — P)g(s)ds, dove P ¢ la
proiezione spettrale definita in (4.6.5), ¢ derivabile e v} = Avy + (I — P)g. (Questo ¢ una
parte dell’enunciato della Proposizione 4.7.4).
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