
Esercitazione del 3 aprile 2008

Esercizio 0.1 Sia data la funzione f(x, y) = x2y4

1+x4+y2

(i) Considerate le curve

ϕ1(t) = (0, t), ϕ2(t) = (t, t), ϕ3(t) = (3t, 4t2), ϕ4(t) = (t, t2), ϕ5(t) = (t2, t), t ∈ R

calcolate i limiti
lim

t→∞
f(ϕi(t)), i = 1, 2, 3, 4, 5.

(ii) Cosa si può dire del
lim

‖(x,y)‖→∞
f(x, y)?

Esercizio 0.2 Sia dato l’insieme Ω =]− 1, 1]× [0, 1[.

(i) C(Ω) = (]−∞,−1]×R)∪(]1,+∞]×R)∪(]−1, 1]× [1,+∞[)∪(]−1, 1]×]−∞, 0[)
(vero o falso?)

(ii) ∂C(Ω) = ([−1, 1]× {0}) ∪ ([−1, 1]× {1}) ∪ ({−1}×]0, 1[) ∪ ({1}×]0, 1[). (vero o
falso?)

(iii) Ω è chiuso. (vero o falso?)

(iv) Ω ∪ ∂C(Ω) è chiuso. (vero o falso?)

(v) (1, 1) ∈ Ω. (vero o falso?)

(vi) (1, 0) è punto di accumulazione per C(Ω). (vero o falso?)

Esercizio 0.3 Sia data la funzione f(x, y) = x
1+y2 .

(i) Disegnate gli insiemi di livello della funzione, in particolare disegnate {f = 0},
{f = −1} e {f = 1}.

(ii) Determinate il massimo ed il minimo (se esistono: giustificate la risposta!) della
funzione f sull’insieme

Ω = {(x, y) : x2 + y2 − 2x ≤ 1}.

Esercizio 0.4 Data la funzione f(x, y) = 2x−2y
x2+y2+1 ,

(i) disegnate gli insiemi {f = 0}, {f = −1} e {f = 1/2};

(ii) disegnate gli insiemi {f ≤ 0}, {f ≤ −1} e {f ≥ 1/2}.
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Soluzioni
Soluzione esercizio 0.1

(i) Posto li = limt→∞ f(ϕi(t)), si ha che

l1 = 0, l2 = +∞, l3 = +∞, l4 = +∞ e l5 = 1.

(ii) Il limite di f non esiste poichè le restrizioni non hanno tutte lo stesso limite.

Soluzione esercizio 0.2 Si osservi che

Ω = {(x, y) ∈ R2 : −1 < x} ∩ {(x, y) ∈ R2 : x ≤ 1} ∩ {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y}∩
∩{(x, y) ∈ R2 : y < 1}

e dunque, utilizzando le leggi di De Morgan si ha che

C(Ω) = C({(x, y) ∈ R2 : −1 < x}) ∪ C({(x, y) ∈ R2 : x ≤ 1}) ∪ C({(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y})∪
∪C({(x, y) ∈ R2 : y < 1})

= {(x, y) ∈ R2 : −1 ≥ x} ∪ {(x, y) ∈ R2 : x > 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 : 0 > y}∪
∪{(x, y) ∈ R2 : y ≥ 1}

(i) Vero.

(ii) Vero.

(iii) Falso.

(iv) Vero (∂Ω = ∂CΩ).

(v) Falso.

(vi) Vero.

Soluzione esercizio 0.3

(i) Si ha che

– {f = 0} = {(x, y) : x = 0};
– {f = −1} = {(x, y) : x = −1− y2};
– {f = 1} = {(x, y) : x = 1 + y2}.

(ii) Essendo Ω = B(1, 0;
√

2), si ha che

1 +
√

2 = f(1 +
√

2, 0) = maxΩ f(x, y)

1−
√

2 = f(1−
√

2, 0) = minΩ f(x, y)}.
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Soluzione esercizio 0.4

(i)
{f = 0} = {(x, y) : x = y}

{f = −1} = {(x, y) : (x + 1)2 + (y − 1)2 = 1}
{f = 1/2} = {(x, y) : (x− 2)2 + (y + 2)2 = 7}.

(ii)
{f ≤ 0} = {(x, y) : x ≤ y}

{f ≤ −1} = {(x, y) : (x + 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1}
{f ≥ 1/2} = {(x, y) : (x− 2)2 + (y + 2)2 ≤ 7}.
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