Esercitazione del 27 marzo 2008

Esercizio 0.1 Sia' :[0; =2]! R?lacurva' (t) = ( x(t);y(t)) de nita da

— 3
;8;;?153 tt ; t210 =2
(i) Dite se la curvae di classe C', regolare, semplice, chiusa.
(iiy Scrivete l'equazione parampeEricrg_e l'equazione cartsiana della retta tangente
alla curva nel punto Q = —2; 2 .
(iii) Calcolate L(' ), la lunghezza di' .

(iv) Data la funzione continua f (x;y) = x + vy, calcolate l'integrale curvilineo
z
fds:

(v) Scrivete I'equazione (cartesiana o implicita) del soseégno di ', speci cando
punto iniziale e punto nale.

Esercizio 0.2 Date le funzioni f (x;y) = jxj+ jyj eg(x;y) = x> +(y 2)?,
(i) Disegnate gli insiemiff 4gefg 4g.
(i) Parametrizzate in verso orario ciascun tratto del bordo dell'insieme

ff 4g\f g 4g

Esercizio 0.3 Data la funzione f (x;y) =(y x 3)log(y +2x?)
(i) Determinate il dominio massimale dom(f ) della funzione.
(i) Disegnate gli insiemi ff =0g, ff 0Ogeff Og.

Esercizio 0.4 Data la funzione f (x;y) = xy

(i) Disegnate gli insiemi ff =1g, ff 19, ff 1g,ff =0g, ff 0g, ff  0g,
ff = 1g, ff lgeff 1g.

(i) Attraverso lo studio degli insiemi di livello, (sopra- /sottolivelli) determinate i
punti di massimo e minimo assoluti della funzionef sul triangolo di vertici
( 13),(20)e(1 3.



Soluzioni

Soluzione esercizio 0.1

() Essendo' qt) = ( 3cogtsint; 3sirftcost), la curvaedi classe C!. Inoltre
" Y(t) & (0;0) per ognit 2]0; = 2[, ovveroeregolare allinterno dell'intervallo.
Non eregolare negli estremi, in quanto' 40) = ' 4 =2) = (0;0). Essendo

entrambe le componenti' ; e ' , iniettive sull'intervallo considerato, la curva
risulta essere semplice.

p p

(i) Sihache' (=4)= (p§:4; IO5:4), come pure' ({=4)=( 3 2=4;3 2=4) e
dunque la retta tangente in Q ha equazioni parametriche

(x;y)=(p§:4;p§:4)+t( 3p§:4; 3p§:4); t2R
ed equazione cartesiana D
2
y= X+ -
(i) Si ha che j' Yt)j = 3sintcost quandot 2 [0; = 2], e dunque
Z =2 Z =2 3
L()= i qt)jdt = 3sintcostdt = 1= =
0 0 2

(iv) Essendof (* (t)) = (cos®t +sin3t), si ha che
Y4 zZ _, zZ _,

fds = fC @)j %)jdt = (cos’t +sin®t)3sint costdt = ::: =
' 0 0

galo

v) "(0)=(1;0)e' (=2)=(0;12). Inoltre si ha che
x3(t)=cost; e y¥i(t)=sint;
e dunque l'equazione implicita della curvae
X273 4 253 = 1
L'equazione cartesianae quindi
y=(1 x%3%%2,  x2]01]

Si veda la Figura 1.



.

Figura 1: Il sostegno della curva' (t), t 2 [0; = 2], e la retta tangente in Q

Soluzione esercizio 0.2

() Linsieme ff 4g= f(x;y) : jxj+jyj 4geil rombo di vertici A = (4;0),
B=(0; 4),C=( 40)eD =(0;4). L'insieme

fg 4g=f(xy) : x*+(y 2* 49
e l'esterno del cerchio di centro (0, 2) e raggio 2.

(i) Detti E = (2;2) ed F = ( 2;2) le intersezioni tra il bordo del rombo e la
circonferenza, una parametrizzazione in verso antiorariai ognuno dei 5 tratti
che compongono la frontiera dellinsiemef  4g\f g 4gela seguente

{ daF aE" (t)=(2cost; 2+2sint), t2[; 2 ];

{ daE ad A’ »(t)= t(4,0)+(1 t)(2;2),t2]0;1];

{ daAadB"' 3(t)=t(0; 4)+(1 1t)4;0),t2][0;1];
{ daB adC "' 4(t)=t( 40+ t)0; 4),t2]0;1];
{ daCadF ' '5(t)=t( 2,2)+(1 t)( 40),t2][0;1].

Si veda la Figura 2.

Soluzione esercizio0.3
(i) Il dominio massimale della funzionef e

dom(f)= f(xy) : y> 2x%g:

(ii) Si ha che

ff =0g fay) : y> 2x% y=x+3g[f (xy) : y= 2x*+1g

f(x;y) : y=x+3g\f (x;y) : y= 2x?+1g
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Figura 2: La frontiera dell'insieme ff  4g\f g 4g

e quindi
ff 0g = f(xy): 2x*+1 y x+3g
ff 0g = f(xy): 2x°<y 22 +1g[f (x;y) : x+3 vy

Si veda la Figura 3, doveerappresentato l'insieme di livelo 0.

Figura 3: insieme di livello ff (x;y)=(y x 3)log(y+2x2)=0g

Soluzione esercizio 0.4

(i) Gli insiemi di livello della funzione in esame sono i gra ci delle iperboli xy = k,
k 2 R. Osserviamo che, nel cas& =0, ff = 0g diventa la coppia di rette x =0

ey = 0. Siveda ad esempio la Figura 4, dove si considerano gli iremi ff  1g,
ff 1geff =1g.
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Figura 4: fxy 1g,fxy 1gefxy=1g

(i) Detto T il triangolo di vertici ( 1;3), (2;0) e ( 1; 3), sitrova che
{ mintf =f( 1,3)= 3: infatti
ff g\ T=1( L3)g ff 3 "g\T=; 8">0;

e quindi il minimoe esattamente in ( 1;3) e vale 3.
{ Analogamente si ha che maxf = f( 1, 3)=3: infatti

ff 3g\T=f( 1 3)g ff 3+"g\T=; 8">0:

Si veda anche la Figura 4.

Figura 5: ricerca del massimo e del minimo della funzioné




