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Simboli e notazioni

Scriveremo f := g per indicare 1’'uguaglianza per definizione. Dato un qualunque
insieme finito 4, indicheremo con |4| la sua cardinalita. Le lettere d, i, J, k,
m, n, q indicano di solito numeri interi (non necessariamente positivi), mentre la
lettera p denota sempre un numero primo. Le lettere x, y, t indicano numeri reali.

Per convenzione N indica I’insieme degli interi non negativi, e quindi 0 € N.
Z, Q, R e C hanno il significato consueto, mentre [F, indica il campo finito con
q elementi (se g € una potenza di un primo). Indicheremo con Z, I’'insieme delle
classi di resto modulo n, che ricordiamo costituire un anello commutativo con
identita, e con Z; I'insieme delle unita di Z,, cio¢ 'insieme dei suoi elementi
invertibili. In questo contesto, non e possibile alcuna confusione con 1 numeri
p-adici.

Scriveremo d | n quando d ed n sono interi ed esiste un altro intero ¢ tale che
dgq = n. Osserviamo che con questa convenzione d | O per ogni d € Z, mentre O | n
implica n = 0. Scriveremo d { n per negare questa relazione. Scriveremo anche
p% || n (ma solo per numeri primi p) se a ¢ la pid grande potenza di p che divide
n, ciog se p* | n ma p®*! { n. Quando n, m sono numeri interi non entrambi nulli,
indicheremo con (n,m) e con [n, m]| rispettivamente il massimo comun divisore ed
il minimo comune multiplo di n ed m. Supporremo sempre (n,m) > 0 e [n,m| > 0,
anche se n 0 m sono numeri negativi.

Quasi sempre p, indica I’n-esimo numero primo, e log, x I’iterata n-esima
della funzione logaritmo: log, x := loglogx e log, , ; x := loglog, x per n > 2.

Scriveremo
)Y Y

d|n a mod ¢ a mod ¢

rispettivamente per indicare una somma estesa a tutti i divisori positivi d di n
(anche quando n € un numero negativo), per indicare una somma su tutte le classi
di resto modulo g o su tutte le classi @ mod ¢ con (a,q) = 1 (quando queste somme
sono ben definite). Le somme e i prodotti indicati con

Z oppure H

n<x n<x
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sono estesi a tutti i numeri naturali nell’intervallo [1,x]. Quando la variabile & p &
sottinteso che queste somme o prodotti sono estesi solo ai primi che soddisfano le
condizioni richieste. Per convenzione, assegneremo il valore 0 alla somma vuota,
ed il valore 1 al prodotto vuoto.

Con [x] := max{n € Z: n < x} indichiamo la parte intera del numero reale
x, e con {x} :=x—[x] € [0,1) la sua parte frazionaria. R(z), 3(z) e Z denotano
rispettivamente parte reale, parte immaginaria e coniugato del numero comples-
so z. Indicheremo con i I’'unita immaginaria, con e(x) la funzione esponenziale
complessa e?™* (di solito quando x & un numero reale) e con eq(x) la funzione
e(x/q).

Useremo i simboli di Bachmann—Landau (o, O), di Vinogradov (<, >) e di
Hardy-Littlewood (€2) con il seguente significato: siano f, g funzioni definite in
un intorno di x9, ma non necessariamente in xqo (che puo essere +o0). Se g ¢ non
negativa in un intorno di xo scriviamo f(x) = O(g(x)) oppure f(x) < g(x) se

S

limsup ——= < H-oo,
x—xo 8(%)

cioe se esiste C € R™ tale che per tutti gli x in un opportuno intorno di xq si ha

[f ()] < Cglx).

Se la costante C non ¢ uniforme, ma dipende dai parametri A, B, ..., scriveremo
f(x) = Oas...(g(x)) oppure f(x) <ap,.. g(x). Scriviamo f(x) > g(x) se f &
positiva ed inoltre g(x) < f(x). Scriviamo f(x) = o(g(x)) se

ANz !
o g(x)

ed f(x) = Q(g(x)) se f(x) non & o(g(x)), cioe se

lim sup £l

> 0.
X—¥XQ g(x)

Scriveremo f(x) = Q_(g(x)) oppure f(x) = Q4 (g(x)) per indicare, rispettiva-
mente,
fx) f(x)

liminf—= < 0 e limsup ——= > 0.
S g(x) ! 8(0)

Con f(x) = Q. (g(x)) indichiamo che le due relazioni precedenti valgono simul-
taneamente. Scriveremo inoltre f ~ g se
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ed f =< g per indicare che g(x) < f(x) < g(x) quando x — xo.
Quando ¢ € R, useremo 1’abbreviazione

[roas e [ pwas
(¢) c

—joo

cioe per I’integrale sulla retta verticale dei numeri complessi di parte reale c.

La definizione e le proprieta elementari di alcune funzioni speciali sono da-
te nel testo: pid precisamente, la funzione { di Riemann & definita nel §2.4, la
funzioni I" e B di Eulero nell’ Appendice A.2.

Struttura

Per quanto possibile queste dispense sono autocontenute. Solo qualche risultato
¢ stato citato ed utilizzato senza dimostrazione. Il simbolo nel margine rimanda
all’Esercizio 3 del §1.2. I numeri fra parentesi quadrate si riferiscono ai testi citati
nella Bibliografia.

Ogni paragrafo contiene un elenco di esercizi e riferimenti bibliografici per
approfondimenti. Altri esercizi si possono trovare nei libri di Apostol [5], di Hua
[79] e di Landau [97]. Nel paragrafo finale di ogni capitolo presentiamo infor-
malmente e rapidamente alcuni dei pil importanti problemi aperti pertinenti. La
scelta naturalmente ¢ arbitraria e discutibile: per una panoramica ben piu vasta, si
vedano 1 libri di Guy [57], di Ribenboim [152] e di Shanks [162].

Un’introduzione molto semplice e discorsiva agli argomenti trattati si trova nel
libro di Beiler [&]. La storia della Teoria dei Numeri ¢ trattata in enorme dettaglio
nei volumi di Dickson [27], e pit in generale in Ore [135].

Altre letture consigliate sono 1 libri di Gauss [4 1], Knopfmacher [89], Landau
[95], Narkiewicz [132], Nathanson [133], Prachar [150], Turdn [166], Lang [98].
Il libro di Montgomery & Vaughan [126] contiene gli sviluppi della teoria svolta
qui ed ¢ un ottimo libro per approfondire seriamente il contenuti di questo corso;
inoltre, contiene anche diverse centinaia di esercizi. Si veda anche 1’Enciclopedia
on-line delle successioni di interi all’indirizzo http://oeis.org/

Ringraziamenti

Desidero ringraziare quanti mi hanno segnalato errori, imprecisioni, migliora-
menti e nuovi riferimenti bibliografici. Fra questi, in particolare A. Languasco,
G. Molteni, A. Perelli, G. Rossi e C. Viola.

Ringrazio anche tutti gli studenti dei miei corsi, che hanno contribuito a tro-
vare errori e suggerire miglioramenti nella presentazione.


http://oeis.org/
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Capitolo 1

Risultati Elementari

In questo Capitolo iniziale parleremo di divisibilita, congruenze e della struttura
dei gruppi Z, e Z;. Affronteremo anche qualche problema classico o elementa-
re come la determinazione di tutte le terne pitagoriche e dell’insieme degli interi
che si possono rappresentare come somma di due o di quattro quadrati di numeri
interi. Concluderemo con un importante Teorema di Gauss (la Legge di Recipro-
cita Quadratica) e con una discussione sulla possibilita di trovare “formule” per
ottenere numeri primi.

1.1 L’algoritmo di Euclide

Teorema 1.1.1 (Euclide) Dati n, m € 7Z non entrambi nulli, siano A(n,m) :=
{an+bm: a, b€ Z} e d := (n,m). Allora A(n,m) = dZ, l'insieme dei multipli
interi di d, e dunque esistono A, u € 7 tali che d = An+ um.

Dim. E evidente che d divide ogni elemento di 4. Sia 8 = An + um il minimo
elemento positivo di A (che esiste perché almeno uno fra n e m non ¢ nullo).
Poiché d | §, resta da dimostrare che 6 | d. Consideriamo il resto r della divisione
euclidea di n per 8 (cioe I’intero r tale che 0 < r < § ed inoltre esiste g € 7Z tale
che n = ¢d+r). E chiaro che r € 4, poiché r = (1 — Aq)n — ugm, e dunque r = 0
(poiché altrimenti esisterebbe un elemento positivo di A strettamente minore di
d), cioe O | n. Analogamente 0 | m, e quindi 8 | d. O

Definizione 1.1.2 Un intero n > 2 si dice primo se d | n implica |d| = 1 oppure
|d| = n.

Corollario 1.1.3 (Euclide) Se p ¢ un numero primo e p | ab, allora p | a oppure
plb.

11
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Dim. Se p {a allora (a,p) = 1 e per il Teorema 1.1.1 esistono interi A e u tali che
Ap +upa = 1. Moltiplichiamo questa uguaglianza per b ed otteniamo Apb + uab =
b. Poiché p ne divide il primo membro, deve dividere anche il secondo. 0

Definizione 1.1.4 Darto n € N* chiamiamo fattorizzazione canonica di n la de-
composizione

k
n:Hp?i, dove pi <pjsei<j o €N'peri=1,... k
i=1

ed i p; sono numeri primi. Se n = 1 allora k = 0 e il prodotto é vuoto.

Teorema 1.1.5 (Fattorizzazione Unica) Ogni n € N* ha un’unica fattorizzazio-
ne canonica.

Dim. Sia n > 2 il piud piccolo numero naturale con due fattorizzazioni canoniche

diverse
k ) B
_ o Jj
o ) Ll U
i=1 j=1

con le convenzioni della Definizione 1.1.4. Per il Corollario 1.1.3, se p; | n allora
p1 € uno dei primi g, ed analogamente g ¢ uno dei primi p; € dunque p; = ¢
(poiché entrambi sono uguali al pit piccolo fattore primo di 7). Quindi anche
il numero n/p; = n/q1 < n ha due fattorizzazioni canoniche distinte, contro la
minimalita di n. U

Corollario 1.1.6 Se n = Hf-‘zl p?" con p; ed o; come nella Definizione 1.1.4, e

d | n, allora esistono interi B; con 0 < B; < a; tali che d = H;‘:l p?i.

Teorema 1.1.7 (Euclide) Esistono infiniti numeri primi.

Dim. Sia*P = {py, ..., p,} uninsieme finito non vuoto di numeri primi. Il numero
N :=p1---p,+1>1non e divisibile per alcuno dei primi p € ‘B. OJ

Corollario 1.1.8 Sia p,, ['n-esimo numero primo. Si ha p, < 22",

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che, fissato un intero m € Z*, per ogni intero a esistono unici
g€ZedreNtalichea=mg+r,e0<r<|m|.

¢ 2. Dimostrare che se a, b € Z*, allora qualunque sia m € Z, si ha (a,b) =
(a,b—ma).
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¢ 3. Determinare tutti gli interi a e b tali che 13a+17b = 1.
¢ 4. Dimostrare che per a, b € N si haab = (a,b) - [a,b].
¢ 5. Dimostrare il Corollario 1.1.6.

¢ 6. Dimostrare il Corollario 1.1.8, e dedurne che limsupn(x)/loglogx > 0.
X—>+oo

Riferimenti. Hardy & Wright [65], Capitoli 1, 2, 5, 6 e 7, Landau [97], Dirichlet [28].

1.2 I Teoremi di Fermat, Eulero, Wilson e Gauss

Definizione 1.2.1 Fissato m € Z, se m | a— b diciamo che a & congruo a b modulo
m e scriviamo a = b mod m. Se m € N* ed x € 7, si dice minimo residuo positivo
di x modulo m l'unico intero a tale che a € {0, ..., m— 1} ed x =a mod m, e lo
si indica con x mod m.

Osservazione 1.2.2 La notazione ¢ dovuta a Gauss che I’ha introdotta nelle Di-
squisitiones Arithmetic®. La relazione di congruenza é una relazione di equiva-
lenza. L’insieme quoziente si indica con Z,. Inoltre, per ogni ¢ € Z si ha

a=b modm — a+c=b+c modm e ac=bc modm,

ac=bc modm — a=b mod ——,
(m, c)
lultima delle quali segue dal Teorema 1.1.1, poiché questo implica che se (o, B) =
1 allora esiste o' mod B. Dunque, Z, é un anello commutativo con identitd, che
é un campo se e solo se m e primo. Z,, e l'insieme degli elementi invertibili di Zy,.

Lemma 1.2.3 Dato a € Zj, I'applicazione fo: Z; — Zy definita da fu(x) =
ax mod g ¢ una biiezione.

Teorema 1.2.4 (Teorema Cinese del Resto) Se nj, ny € Z* ed inoltre (ny,ny) =
1, il sistema seguente ha un’unica soluzione modulo nin;:

x=a; modny,
X=ap mod nj.

Dim. Sia 4 :={a;+bn: b=0, ...,np —1}. E evidente che tutti gli elementi di
A soddisfano la prima congruenza, e vogliamo dimostrare che sono tutti distinti
modulo n;. Supponiamo che a| +bjn| = a; + byny mod ny per due valori distinti
by, by €10, ..., ny — 1}. Per I'Osservazione 1.2.2 abbiamo byn; = byn; mod ny,
da cui b; = by mod ny, poiché (nj,ny) = 1. Ma questo & assurdo, perché 0 <
‘bl — b2| < njp. O
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Teorema 1.2.5 (Fermat) Se p ¢ un numero primo, qualunque sia a € 7 si ha
a’ =a mod p.

Dim. Se p | a la tesi & evidente. Se p{a & sufficiente dimostrare che a?~! =
1 mod p. Per il Lemma 1.2.3 I'insieme 4 :={namod p: n=1, ..., p—1} ha
tutti gli elementi distinti e quindi, per il principio dei cassetti, 4 = {1, ..., p—1}.
Dunque, moltiplicando fra loro tutte le congruenze corrispondenti, abbiamo

(p—1=(p—1)'a’"! modp,

e la tesi segue immediatamente osservando che (p, (p—1) !) =1. 0

Il Teorema di Fermat da una condizione necessaria ma non sufficiente per la
primalita: per esempio 23** = 1 mod 341 come si pud vedere facilmente dato che
210=1024 = 1 mod 341, ma 341 = 11-31 (si osservi che 2> = —1 mod 11 e 2° =
1 mod 31 e quindi 2'° = 1 mod 11-31 per il Teorema Cinese del Resto 1.2.4), op-
pure 3°° =1 mod 91 poiché 3 =1 mod 7e 3* =1 mod 13, ma91 =7-13. Ancor
pid semplicemente, 44 = 1 mod 15, poiché 4!4 = 167 = 17 mod 15. Questa & una
situazione generale, come mostra il seguente Teorema.

Teorema 1.2.6 (Cipolla) Fissato un intero a > 2, esistono infiniti numeri compo-
sti m tali che @' = 1 mod m, detti pseudoprimi in base a.

Dim. Sia p un numero primo tale che p { a(a2 — 1). Osserviamo che p ¢ necessa-
riamente dispari e consideriamo il numero intero

gefa?’ —1  a’—1a’+1
a2 -1 a—1 a+1
:(apfl—l—ap*z—l—---—l—a—kl)(a”*l—ap*2+-~-—a+l). (1.2.1)

Per ipotesi a* — 1 & invertibile modulo p, € quindi m = 1 mod p, dato che per
definizione (a®> — 1)m = a*” — 1 = a* — 1 mod p, per il Teorema di Fermat 1.2.5.
Inoltre, ciascuno dei due fattori a destra nella (1.2.1) ¢ dispari, poiché contiene
un numero dispari di addendi ed a?/ + a*~' = a>~'(a+ 1) & pari. Quindi m =
1 mod2p ed a?” = 1+m(a®> — 1) = 1 mod m. Infine m — 1 = 2pr per qualche
intero 7 da cui @"~! = (a®”)" = 1 mod m. 1l Teorema & dimostrato poiché la
condizione p { a(a® — 1) esclude solo un numero finito di numeri primi. UJ

Vi sono interi 7 che non sono primi ma per i quali @"~! = 1 mod n per ogni

a € 7 tale che (a,n) = 1. Questi sono detti numeri di Carmichael e nel 1992 &
stato dimostrato che sono infiniti.I piu piccoli sono 561, 1105 e 1729.



¢ 7
¢ 8

Capitolo 1. Risultati Elementari 15

Teorema 1.2.7 (Wilson) Se p é un numero primo allora si ha

(p—1)!=—-1 modp.
Dim. Ricordiamo che Z, ¢ un campo. Quindi, I’equazione x> =1 ha al pid 2
soluzioni (che naturalmente sono £1) e cio¢ se x € Z, \ {0, 1, —1} allora x #

x~ ! mod p. Nel prodotto (p—1)! mod p possiamo associare ciascun fattore # +1
al suo reciproco ottenendo

(p—'=1-(=1)-17"3I2=_1 mod p.

Alternativamente, per il Teorema di Fermat 1.2.5, il polinomio xP~1— 1 ha co-

me radici x =1, ..., p—1 (tutti gli elementi non nulli di Z,) e quindi si ha la
fattorizzazione 1
p—

-1 =T]x—n). (1.2.2)
n=1

Il Teorema di Wilson segue ponendo x = 0 in questa identita. U

Osserviamo che se n > 6 non & primo allora (n —2)! = 0 mod n e quindi il
Teorema di Wilson da una condizione necessaria e sufficiente affinché n sia pri-
mo, che non puo essere usata come criterio di primalita efficiente poiché richiede
essenzialmente n moltiplicazioni.

Osservazione 1.2.8 [ Teoremi di Fermat e Wilson permettono di dare le espres-
sioni esplicite a=' = a’~? = ((p—2)!/a) mod p se pta.

Osservazione 1.2.9 Per p > 3 poniamo

xd:ef1-2~--(%(p—1)), yg(%(pﬂ))---(p—l),

in modo tale che xy = (p —1)\. Poiché per ogni fattore n nel prodotto che definisce
x c’e il fattore p —n = —n mod p nel prodotto pery, si ha x = y(—l)(P’l)/2 mod
p. Moltiplichiamo ambo i membri dell’ultima uguaglianza per x ed usiamo il
Teorema di Wilson 1.2.7: si ha quindi x> = —1 mod p se p =1 mod 4 ed x*> =
1 mod p se p =3 mod 4.

Teorema 1.2.10 (Eulero) Se n, a € Z ed (n,a) = 1, allora
a®™ =1 modn, dove ([)(n)déf‘Zfl!.

Dim. Si dimostra come il Teorema di Fermat 1.2.5, sfruttando il Lemma 1.2.3. [
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Figura 1.1: Struttura di Z7, e di Z3,. Gli archi connettono le potenze successive
dello stesso elemento: nel caso a sinistra le potenze di 2 (che ¢ un generatore di
Z7,), nel caso a destra, poiché ogni elemento di Z3, soddisfa x> =1 mod 24, le
potenze successive di x # 1 sono 1, x, 1, x, ...

Lemma 1.2.11 Per ognin > 1 si ha

Y o(d) =n.

d|n

Dim. Nella seguente uguaglianza gli insiemi a destra sono mutuamente disgiunti:
le frazioni a destra si ottengono da quelle a sinistra riducendole ai minimi termini,
e raggruppandole per valori comuni dei denominatori delle frazioni ridotte.

{Z: he{l,...,n}}:U{gzaE{l,...,d}e(a,d):l}.

d\n

(1.2.3)

La cardinalita dell’insieme a sinistra & n, e quella di ciascuno degli insiemi a destra
¢ 0(d), per definizione. O

Definizione 1.2.12 Diciamo che [’ordine di g € Z;, é r se r é il minimo intero
positivo tale che g" = 1 mod n. Diciamo che g é una radice primitiva modulo n se
il suo ordine é 0(n), cioeé se g genera 7.

Lemma 1.2.13 Se r ¢ I’ordine di a € Z;, allora @™ = 1 mod n se e solo se r | m.

Dim. Sia d := (r,m); per il Teorema 1.1.1 esistono A, u € Z tali che d = Ar + um,
e quindi a¢ = aM M =1 mod ne per la minimalita di r questo ¢ possibile solo se
d=r. 0J

Il vero inverso del Teorema di Fermat 1.2.5 ¢ il seguente risultato di Lucas.

Teorema 1.2.14 (Lucas) Se a® # 1 mod n per ogni d | n— 1 tale che d < n— 1
ed inoltre "' = 1 mod n, allora n & primo.
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Dim. g haordine n —1in Z}, e quindin—1 | ¢(n) <n—1dacui ¢(n) =n—1,
cioe n € primo. O

Teorema 1.2.15 (Gauss) Per ogni numero primo p, il gruppo Z}", e ciclico.

Dim. Sia hy(x) := x4 — 1: osserviamo che hy | h,—1 in Z[x] quando d | p — 1.
Inoltre, per la fattorizzazione (1.2.2) valida in Z,, I’equazione hy (x) =0 mod p
ha esattamente d soluzioni (evidentemente tutte distinte) in Z,: infatti, poiché Z,
¢ un campo, /z(x) = 0 mod p ha al pit d soluzioni, e h,_1(x)/hy(x) =0 mod p
al pit p — 1 —d, ma il loro prodotto &, | ne ha esattamente p — 1, e quindi i due
polinom{ %, ed hp,_1/hy devono avere d e p — 1 — d radici rispettivamente.

Sia n,(d) il numero delle soluzioni dell’equazione /4(x) =0 mod p che hanno
ordine d. Dimostreremo che n,(d) = ¢(d) perd | p— 1. Per d = 1 questo & ovvio
e supponiamo aver dimostrato la tesi per ogni d | d con 8 < d. Per il Lemma 1.2.13
ogni soluzione di /;(x) = 0 mod p ha ordine 8 | d e quindi per il Lemma 1.2.11

d=) np(8) =Y 0(8) +ny(d) = (d—6(d)) +np(d),
R

da cui la tesi segue immediatamente. In particolare, n,(p—1) =¢(p—1) > 1, ¢
dunque il gruppo Z, risulta essere ciclico, e con ¢(p — 1) generatori. U

Teorema 1.2.16 Se p ¢ un primo dispari allora Z;a e ciclico per ogni o > 1,
mentre 1., ~= 7o X ZLox per ogni 0 > 0.

Dim. Il Teorema 1.2.15 garantisce 1’esistenza di una radice primitiva g; mod p.

Inoltre un semplice calcolo mostra che g’f - Z (g1+p)? ~1 ' mod p? e quindi esiste

g € Z;z tale che gg_l # 1 mod p?. Sia r ’ordine di g» mod p?: per il Lemma

1.2.13 si ha r | ¢(p*) = p(p— 1) e poiché g = g mod p e g ha ordine p —

1 mod p, allora p—1|r. Mar# p—1e quindi r = p(p—1), cio¢ g, & una

radice primitiva mod p>. Dunque gg_l = 1-+k;p con p1k; e, per induzione,
(p=1)p*!

& = 1+ kop™ dove p 1 kqy. Lo stesso ragionamento di sopra mostra che
_ o—2

g» € una radice primitiva mod p%, poiché, per induzione ggp bp % 1 mod p%e

quindi 1’ordine di g» mod p* & (p—1)p*~1. O

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare la validita dei cosiddetti “criteri di divisibilita” per 3, 9, 11.
@ 2. Dimostrare che 5n° +7n° = 0 mod 12 per ogni n € Z.

@ 3. Si determini il massimo comun divisore degli elementi di {n'* —n: n € N}.
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Equazione Soluzioni primitive

X2=1 mod13 | x=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 | 2,6,7,11

x=1 mod13 x=1 1
¥=1modl13 |x=1,12 12
=1 modl13 | x=1,3,9 3,9
=1 mod13 | x=1,5,8,12 5,8
=1 mod13 | x=1,3,4,9, 10,12 4,10

¢ 4.
¢5.

¢ 6.

¢7.

¢ 8.
¢o.

¢ 10.

¢11.

Tabella 1.1: Dimostrazione del Teorema di Gauss per p = 13.

Dimostrare che 561, 1105 e 1729 sono numeri di Carmichael.

Dimostrare che se 6n+ 1, 12n+ 1 e 18n+ 1 sono simultaneamente primi,
allora il numero N := (6n+1)(12n+1)(18n+ 1) ¢ di Carmichael.

Dimostrare che se p ¢ un numero primo allora in Z, I’equazione X =

1 mod p ha 2 soluzioni. Piu in generale, se f € Z[x| ha grado > 1, allora’e-
quazione f(x) =0 mod p ha al pit min(deg(f), p) soluzioni. Verificare che
in Zyo I’equazione x2 =1 mod 2% ha 4 soluzioni se o > 3, e determinarle.

Dato il numero primo p dimostrare che Zj, non ¢ un campo algebricamen-
te chiuso utilizzando il polinomio f(x) = x” —x+ 1. Pid in generale, di-
mostrare che nessun campo finito ¢ algebricamente chiuso, sfruttando la
dimostrazione del Teorema di Wilson 1.2.7.

Dimostrare che se n > 6 non ¢ primo alloran | (n —2)!.
Teorema di Wilson generalizzato: determinare il valore di
def
P(n)= H m mod n.
meZs,

(04}

Suggerimento: si consideri P(n)?, e se n = Pi -~-p2"< con py < py<---si

calcoli P(n) mod p(;j, j=1,...,k

Determinare 1’ordine r = r;, di 8 modulo i primi 3 < p < 50, ricordando che
per il Teorema di Fermat 1.2.5 si ha r | p — 1. Usare questo risultato per
determinare tutti gli pseudoprimi in base 8 minori di 50.

Dimostrare che il polinomio f(x) = x*+ 1 & riducibile su Z,, per ogni nume-
ro primo p, ma non su Z. Scrivere esplicitamente la fattorizzazione com-
pleta di f quando p =3, p=5¢e p = 17. Quante sono le soluzioni di
f(x) =0 mod p?
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Riferimenti. Teorema di Gauss 1.2.15: Hardy & Wright [65], Teorema 110. La strut-
tura dei gruppi Z;, ¢ discussa nei dettagli in Shanks [162] §§23-38: vedi in particolare i
diagrammi nel §33. Teorema 1.2.16: Shanks [162] §35. Teorema di Cipolla 1.2.1: Hardy
& Wright [65] Teorema 89, ed anche Pomerance [144]. Pseudoprimi: Ribenboim [152]
§2.VIII. Numeri di Carmichael: Ribenboim [152] §2.IX ed Alford, Granville & Pomeran-
ce [3], dove si dimostra che ne esistono infiniti. Teorema di Lucas 1.2.14 e sue varianti:
Crandall & Pomerance [20], Languasco & Zaccagnini [107].

1.3 Terne pitagoriche
Studiamo brevemente un problema classico della Teoria Elementare dei Numeri.

Definizione 1.3.1 Una terna di interi (a,b,c) € 7> tali che a* + b* = ¢? si dice
terna pitagorica. Questa si dice primitiva se (a,b) = (a,c) = (b,c) = 1.

Teorema 1.3.2 (Diofanto) Se (a,b,c) e una terna pitagorica primitiva, allora
esistono n, m € 7 tali che (n,m) =1, n  m mod 2 ed inoltre

a=2mn,
b=m?>—n?, (1.3.1)
c=m? +n2.

Viceversa, datin, m € Z tali che (n,m) =1, n # m mod 2, gli interi (a,b,c) definiti
dalla (1.3.1) formano una terna pitagorica primitiva.

Dim. Daremo due dimostrazioni diverse di questo Teorema. La prima & sostan-
zialmente quella di originale di Diofanto di Alessandria (III sec. d. C.). Osser-
viamo che ¢ ¢ necessariamente dispari: infatti, se a e b fossero entrambi dispari,
diciamo a =2n+1, b =2m+ 1, allora ¢ + b* = 4(n2+n+m2—l—m) +2=c2e
quindi ¢? = 2 mod 4, che & impossibile. Dunque possiamo supporre che a sia pari
e b dispari e scriviamo a = 2ag, con ag € Z.

Poniamo o := %(c+b), B:= %(c —b), osservando che o, B € Z poiché b =
¢ =1 mod 2. Quindi @3 = af. Inoltre, se d := (a,B), allora d | e+ B e quindi
d|o+PB=cedanched|o— P =>bdacuid=1. Ma questo implica che a e B
siano quadrati perfetti, cioe esistono n, m € Z tali che

o = m? e B=n’
Da queste ricaviamo immediatamente b = m? —n?, c=m?+n%, a="2mn. Questo

dimostra che qualunque sia la terna pitagorica primitiva (a, b, c) esistono due interi
n, m tali che (n,m) =1, n %2 m mod 2 ed inoltre vale la (1.3.1). Lo svantaggio
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di questa costruzione ¢ che dipende dalla particolare forma della relazione fra i
numeri a, b e c.

La seconda dimostrazione che diamo si adatta bene ad un gran numero di casi
simili. Cambiamo prospettiva: poniamo x := a/c, y := b/c (dove supponiamo
tacitamente che ¢ # 0, ma ¢ chiaro che se ¢ = 0 nella (1.3.1) allora si ha anche
a = b = 0) e risolviamo 1’equazione x> 4+ y*> = 1 in numeri razionali x, y, cioe
cerchiamo i punti a coordinate razionali sulla circonferenza unitaria y:= {(x,y) €
R?: x?> +y*> = 1}. Fissiamo ¢ € Q e tracciamo la retta r(¢) passante per il punto
P = (—1,0) (che appartiene a y) e per il punto Q(¢) = (0,7) (vedi Figura 1.2).
Questa retta interseca yin P ed in un altro punto R(¢), le cui coordinate soddisfano

y=t(x+1).

Questo sistema si risolve facilmente, tenendo presente il fatto che ne conosciamo
gia una soluzione, e cio¢ P = (—1,0). Le coordinate del punto R(¢) sono

1—12 2t

Facendo riferimento alla Figura 1.2, se chiamiamo o 1’angolo AOR dove A =
(1,0), per un noto teorema di geometria elementare 1’angolo APR vale %OC ed
inoltre, per definizione, t = tg(%(x), x = cosq, y = sina.. Dunque le (1.3.2) sono
le “formule razionali” per esprimere le funzioni trigonometriche in termini del-
la tangente dell’angolo meta, di cui abbiamo dato una dimostrazione alternativa
a quella classica. Notiamo per inciso che le (1.3.2) rappresentano le equazioni
parametriche di y\ {P}. Si osservi infine che, ponendo t = n/m nella (1.3.2), si
riottengono le formule (1.3.1). Inoltre, questo procedimento puo essere invertito:
se R # P & un qualsiasi punto di vV, tracciando la retta per P ed R, si trova che
questa interseca 1’asse delle ordinate in un punto che ha ordinata razionale. Infat-
ti, se Q = (xp,Y0), la retta per P e Q taglia ’asse delle y nel punto di coordinate
(0,y0/(x0+1)). O

Piti in generale, consideriamo una conica di equazione ax> + bxy + cy* +dx+
ey+ f = 0 con i coefficienti interi e supponiamo che la conica sia irriducibile sui
numeri reali, cioe che il polinomio a primo membro non si spezzi nel prodotto di
due polinomi di primo grado a coefficienti reali. Inoltre, supponiamo di avere un
punto P = (xp,yp) a coordinate razionali che giace su questa conica. Scelta arbi-
trariamente una retta del piano che non passa per P, con equazione a coefficienti
razionali, possiamo scegliere su questa retta un punto Q = (x1,y;) con entrambe
le coordinate razionali, e considerare la retta passante per P e Q e I’ulteriore punto
di intersezione R con la conica. In questo modo otteniamo un’infinita di punti a
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Figura 1.2: Come parametrizzare 1 punti della circonferenza unitaria.

coordinate entrambe razionali che giacciono sulla conica data, a partire da uno
solo: il motivo ¢ che dobbiamo risolvere equazioni di secondo grado a coefficienti
razionali, di cui conosciamo gia una soluzione razionale. Le operazioni necessa-
rie a determinare la seconda soluzione sono tutte razionali, come abbiamo visto
sopra in un caso particolare, e quindi necessariamente anche la seconda soluzione
¢ razionale.

Riferimenti. La dimostrazione di Diofanto & tratta da Hardy & Wright [65] §13.2.
L’altra dimostrazione ¢€ ispirata all’Introduzione, pp. 1-21 di Huseméller [80]. Si veda
anche Conway & Guy [18] Cap. 6, pp. 147-151.

1.4 Somme di due quadrati

Lemma 1.4.1 (Hurwitz) Dari & € R\ Q ed N € N*, esistono m € Z, q € Z* tali

che
m 1

R N

Dim. Consideriamo gli N + 1 numeri {n&}, dove n =0, ..., N, ed ordiniamoli
in ordine crescente 0 = &y < &) < --- < Ey < 1. La notazione non implica che
&, = {n&}: questo & falso in generale. Osserviamo che questi numeri sono tutti
distinti poiché & ¢ Q. La distanza media fra gli §; & (N +1)~!, e quindi esiste un
indicen € {1,...,N} taleche &, —&, | < (N+1)~!, oppure 1 =&y < (N+1)"".
Nel primo caso, poniamo &,_; = {a} e £, = {bE}: quindi

1

0<{b8}—{ab} < 7
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Abbiamo dunque le equazioni
{8} = bE— (b
{ag} = a&—|[af]
{8} —{a8} = (b—a)C—[bE]+[a]
I risultato cercato segue ponendo m := [bE] — [ak] e g := b —a.

Nel secondo caso, se Ey = {bE}, dove ovviamente b # 0, & sufficiente prendere
q =bed m=[bE] + 1 per ottenere la tesi. O

Lemma 1.4.2 Siano & € Q ed N € N* tali che E =a/b con a, b € Z, (a,b) =1,
ed N < b. Esistonom € Z, q € N* tali che (m,q) =1,g< N e

il
q|~ qN+1)
Dim. La dimostrazione ¢ analoga a quella del Lemma di Hurwitz 1.4.1. U

Teorema 1.4.3 Siano n, a € N tali che n | a> + 1. Allora esistono s, t € N tali che
n=s>+t>e(s,t)=1.

Dim. Possiamo evidentemente supporre n > 2. Sia N := [\/r_l} < y/n < n. Poiché
(n,a) =1, per il Lemma precedente esistono m, g € N con ¢ <N ed (m,q) =1,
tali che

a m 1

n
- < da cui ag—mn| < —— < \/n.
n q'_ﬂN+U laq |—N+1 Vi

Vogliamo verificare che n = (ag — mn)? + ¢*. Per cominciare n | (ag — mn)? +
g°, poiché quest’ultima espressione pud essere scritta nella forma g?(a® + 1) +
n(nm? —2amq). Inoltre 1 < g < N e |ag —mn| < \/n. Quindi 1 < (aqg —mn)? +
q* < n+N? < 2n. Questo basta per dimostrare quanto voluto.

Osserviamo che (ag — mn,q) = (q,mn) = (¢,n). Poiché n = ¢*(a®> +1) +
n(nm? —2amgq), siha 1 = ¢*(a®> +1)/n+ (nm? — 2amq) e quindi

2
1
lzq(qa : —2am) + nm?.

Dal Teorema 1.1.1 segue immediatamente che (¢,n) = 1. O

Corollario 1.4.4 Sianon, a, b € N tali che n | a*> +b?* e (a,b) = 1. Allora esistono
s,t €N talichen=s*+1t> e (s,t) = L.
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Dim. Osserviamo che, grazie alla relazione
(a® +b*)(c? +d?) = (ac £ bd)? + (ad T be)?, (1.4.1)

basta scegliere ¢ e d in modo che ac —bd = 1. Dunque n | (a® + b*)(c? +d?)
1+ €2, dove e = ad + bc. Ora la tesi segue dal Teorema 1.4.3.

Ol

Lemma 1.4.5 Se p ¢ un numero primo p =1 mod 4, allora esistono m, x € N tali
che0<m<pex*+1=mp.

Dim. L’equazione x> = —1 mod p ha soluzione, poiché Z:,, & un gruppo ciclico
con p — 1 elementi per il Teorema 1.2.15. Per esempio, per il Teorema di Fermat
1.2.5, possiamo scegliere x = g(f”_l)/4 mod p, dove g ¢ un generatore di Z7, e pit
precisamente, per I’Osservazione 1.2.9, possiamo prendere x = (%( p— 1))! mod
p. Poiché i quadrati degli interi 1, 2, ..., %( p — 1) sono tutti distinti modulo p,
deve esistere un tale x che soddisfa 1 < x < %(p —-1)< % p, e quindi x> +1 <
%pz +1 < p?, e la tesi segue. U

Lemma 1.4.6 Se p ¢ primo esistono m, xo, yo € Ntaliche 0 <m < pe x(z) —|—y% +
1 =mp.

Dim. Se p =2 la tesi ¢ ovvia. Altrimenti consideriamo gli insiemi

ﬂldéf{xz mod p: 0 <x <n} @déf{_l_yz mod p: 0 <y <nj,

dove n = %( p — 1). Per quanto detto sopra, x distinti danno elementi distinti di 4,
e y distinti danno elementi distinti di B. In altre parole |4| = | B| = n+ 1. Questo
implica che esiste t € 4N B, ciot esistono xg ed y tali che x5 = —1 —y3 mod p.
Per le scelte fatte sopra si ha x(z) + y(z) + 1 < p?, e la tesi segue. U

Quindi per il Lemma 1.4.5, se p = 1 mod 4 possiamo scegliere y = 0 nel
Lemma 1.4.6.

Definizione 1.4.7 Se n=x>4+y> con x, y €N, (x,y) = 1, la coppia (x,y) si dice
rappresentazione primitiva di n.

Lemma 1.4.8 Se esiste p | ncon p=—1 mod 4, allora n non ha rappresentazioni
primitive.
Dim. Supponiamo che n = a*> + b*. Se a % 0 mod p, poniamo x := —ba~"', dove

2=

a~! & I’inverso di a in Z,. Evidentemente x —1 mod p e per il Teorema di
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Fermat 1.2.5 abbiamo anche x”~! = 1 mod p. Poiché p — 1 = 4m +2 per qualche
m € N si ha I’assurdo
l=xP ! =x¥m2 = (x2)2m+] = —1 mod p.

Quindi p | a da cui segue p | b. In altre parole, se n = a> +b? ed esiste p =
—1 mod 4 tale che p | n, esistono anche @, € Z tali che n = p? (0> +p?). O

Teorema 1.4.9 L’equazione n = x% -I—x% e risolubile in interi x|, x> se e soltanto
se il numero naturale n é divisibile per potenze pari di primi p =3 mod 4. Inoltre
esiste una rappresentazione primitiva di n se e solo se n =1, 2 mod 4 e tutti i
fattori primi dispari di n sono = 1 mod 4.

Dim. Grazie alla relazione (1.4.1) ¢ sufficiente dimostrare che sono risolubili le
equazioni 2 = x% -l—x%, p = x% +x% per ogni p = 1 mod 4, e dimostrare che se
p=3mod 4e p|a®+b? allora esiste un numero pari o > 2 tale che p* || a, p* || b.
La prima affermazione ¢ banale, mentre la terza segue utilizzando iterativamente
il Lemma 1.4.8. La seconda segue dall’Osservazione 1.4.12. 0

Lemma 1.4.10 (Thue) Dato un numero primo p sia k = [pl/zj. Se a € Z non é
divisibile per p, allora esistono x, y € {1, ..., k} tali che ax = +y mod p.

Dim. Si consideri I’insieme dei numeri ax —y mod p, dove x, y € {0, ..., k}.
Il numero totale di scelte possibili & (k+1)? > p, e dunque esistono (x1,y;) #
(x2,y2) tali che ax; —y; = axp —y, mod p, cio¢ (x; —x2)a = y; —y2 mod p. Se
y1 = y; allora x; = x», dato che p t a; analogamente, se x| = x; allora dovremmo
avere y| = yp, che di nuovo & impossibile. La tesi segue prendendo x = |x; — x|
edy==x(y1 —2). O

Lemma 1.4.11 Se !’equazione a*>+ 1 = 0 mod p ¢ risolubile, allora il numero
primo p puo essere rappresentato come somma di due quadrati.

Dim. Sia a una soluzione dell’equazione nell’enunciato, e siano x, y due interi per
i quali & soddisfatto il Lemma di Thue 1.4.10. Dunque y* = a*x*> = —x? mod p,
cioe x2 4+y> =0 mod p. Per costruzione 0 < x> +y*> < 2p e quindi x> +y?> = p. O

Osservazione 1.4.12 (Fermat) Per il Lemma 1.4.11 ed il Lemma 1.4.5, se p e un
numero primo con p = 1 mod 4 allora esistono a, b € 7 tali che p = a* + b*.
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Esercizi.

¢ 1. Ridimostrare il Lemma 1.4.8 usando il fatto che per il Teorema 1.2.15, se
esiste x tale che x> = —1 mod p, allora ’ordine di Z., & divisibile per 4.

Riferimenti. Dimostrazione alternativa del Lemma 1.4.1: Hardy & Wright [65] Teo-
rema 36 ed anche i §§20.2-20.4. La dimostrazione del Lemma di Thue 1.4.10 & quella
in [135]. Il Teorema contenuto nell’Osservazione 1.4.12 ¢ di Fermat: vedi Edwards [32]
§2.4 e §2.6; Weil [172] ricostruisce una plausibile dimostrazione che Fermat potrebbe
aver scoperto nel Cap. 2, §§VII-IX e riassume i contributi di Eulero nel Cap. 3, §IX.
Una dimostrazione elementare si trova in Conway & Guy [18] Cap. 8. Zagier [181] da
una dimostrazione molto breve, ma non particolarmente illuminante. Wagon [170] da una
dimostrazione costruttiva basata sull’algoritmo di Euclide. Si veda anche Friedlander &
Iwaniec [39].

1.5 1l Teorema dei quattro quadrati

Teorema 1.5.1 (Lagrange) L’equazione n = x>+x%+x%+x2 ¢ risolubile in interi
q | TA2TA3ITAY
X1, X2, X3, X4 qualunque sia il numero naturale n.

Dim. Osserviamo che vale la formula

(@ +b* 4+ +d*) (0P + P2+ + &)
=(a0+ bP + cy+dd)* + (aP — bov+ cd — dy) >+
(ay—bd —co+dP)* + (ad+by—cp—da)>  (1.5.1)

(dovuta a Fermat). Questa formula esprime la relazione N(§)N(n) = N(En) dove
E=a+bi+cj+dkedn = o+ Pi+7yj+ Sk sono due quaternioni a coefficienti
reali, ed N & la norma, ciog N(§) = (a® 4+ b* +c2 +d*)'/%.

Per la (1.5.1) ¢ sufficiente dimostrare che ogni numero primo ¢ somma di
quattro quadrati. Poiché 2 = 12+ 12 4+ 0> 4+ 02, possiamo supporre che il primo p
in questione sia dispari. Per il Lemma 1.4.6 esistono x, y € N tali che 1 +x? +
y? = mp, per qualche m intero, m € (0, p). Poniamo m := min{m € N*: mp =
X2+ y2 + 72412 per opportuni x, y, z, t € Z}. La nostra tesi equivale a my = 1,
ed abbiamo gia osservato che mg < p. Se mg fosse pari, a meno di riordinamenti
avremmo x =y mod 2 e z=1¢ mod 2, da cui

1 _x—l—y2 x—y2 2+1\? —t\?
2m°p_(2)+<2 2 ) T\ )

contrariamente all’ipotesi di minimalita di mg. Ora supponiamo per assurdo che
mg > 3, e scriviamo x = xjmg + x, dove |xz| < %mo, ed analogamente pery, z e f.
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Quindi abbiamo

mop = (x% +y%+z% —|—t12)m%+2m0 (x1x2 +y1y2+2122 —i—t1t2) + (x% —i—y% +Z%—|—l‘22).

(1.5.2)
Ma 0 <x3+y3+23+13 <m} ed mo | x5 +y3+25+13 per la (1.5.2), e quindi
esiste un intero m; € [1,my) tale che

X5+ +2 +15 = mymg.

Moltiplichiamo quest’ultima uguaglianza membro a membro per x> + y? + z> +
12 = mop, ed usiamo 1’identita (1.5.1), ottenendo, per opportuni interi o, B, ye §,

o2 + B% + v + & = mdm p.

Vogliamo dimostrare che o0 = 3 =y = & = 0 mod my. Infatti, sempre dalla (1.5.1),
abbiamo ot = xx; +yy, +2z22 +1th = x% + y% —i—Z% —H% =0 mod my, ed analogamente
per B, ye 8. Dunque

() ) () (2) -

in contrasto con la minimalita di mq. In definitiva mo = 1, come si voleva. O

Riferimenti. Teorema di Lagrange 1.5.1: Hardy & Wright [65], Teorema 369.

1.6 La legge di reciprocita quadratica

Definizione 1.6.1 (Simbolo di Legendre) Sia p un numero primo, ed a un intero
qualsiasi. Poniamo

1 se p1ael’equazione x?> =amod p ¢ risolubile.

a\ def
(—)é 0 sepla
p -

—1 se ptael’equazione x* = a mod p non é risolubile.

Per comodita tipografica, nel testo scriviamo il simbolo di Legendre nella forma
(a|p). Diremo che a é un residuo quadratico modulo p se (a | p) =1 e chea é
un non residuo quadratico se (a | p) =—1.

Lemma 1.6.2 Per p > 3 ci sono esattamente %( p — 1) residui quadratici modulo
p, ed esattamente %( p — 1) non residui quadratici modulo p.

Dim. II sottogruppo dei quadrati di Z,, ha indice 2. 0J
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Ri3

Figura 1.3: Dimostrazione dell’ultima parte del Lemma 1.6.3 per p =13 ed a =>5.

Lemma 1.6.3 Il simbolo di Legendre ¢ completamente moltiplicativo nel primo
argomento. In altre parole, qualunque siano a, b € 7, si ha:

5)-G)G)
p p)\r)
Dim. Se p | ab entrambi i membri sono nulli. Se (a | p) = (b | p) =1 & ovvio che
1’equazione x> = ab mod p abbia soluzione. Se invece, per esempio, (a ] p) =1
e (b|p) = —1, sia y una soluzione di y* = @ mod p. L’equazione x*> = ab mod p

diventa (xy_l)2 = b mod p, che quindi non ha soluzione. Resta il caso (a | p) =

(b| p) = —1. Per quanto appena visto, posto f: Zy, — L, f(x) = ax mod p si ha
f(Ry) =N, dove R, :={xeZ: (x| p) =1},N,:={xe€Z: (x| p) =—1},e,
per il Lemma 1.2.3, f(N,) = R,. Dunque ab ¢ un residuo quadratico. O

Teorema 1.6.4 (Gauss) Se p e g sono primi dispari distinti, allora

(E) (Z) — (—)PDE@DMA e (2) — (—1)(P-1/8,
q) \P p

Dim. Avremo bisogno di un certo numero di osservazioni.

1. Se & € C & una radice n-esima dell’unita diversa da 1, allora

n—1 r:ﬂ:_l
Lot
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~J

Sex,ye ]qu, dove g ¢ un numero primo e d > 1, allora
(x+y)?=x?+y? modgq
poiché i coefficienti binomiali (Z) con 1 <n < g— 1 sono divisibili per g.

Se f ¢ una funzione aritmetica periodica con periodo g (cioe se i suoi valori
dipendono solo dalla classe di resto modulo g), e se (¢,m) = 1, allora

Y fm= ¥ 0.

h mod g r mod g
perché per il Lemma 1.2.3 I’applicazione & — hm mod ¢ ¢ una biiezione.

Se nm = 1mod q allora (n | g) = (m|g). Infatti, per il Lemma 1.6.3,
(”m | 61) = (” | Q) (m | 61), e (nm | q) = (1 | q) = 1 per periodicita.

Per il Lemma 1.6.2 (nella notazione del Lemma 1.6.3) si ha

Y (%)= ri- -

m mod ¢

Siha (—1|q) = (—1)~D/2 peri Lemmi 1.4.5 ¢ 1.4.8.

. Segtnallora (1| g) =n'91/2 mod g per il Teorema di Fermat 1.2.5.

Consideriamo ora la somma di Gauss T = 1(q) definita da

Yy (T> eq(m).

m mod ¢ q

Per le osservazioni fatte sopra si ha

(0)==(g) e= 2L, () () eomem:
- I q (%) (%) ey (n(h +h2)).

Ora sommiamo questa relazione su tutti i valori di n € Zg:

e (1) - 2X (9)(%) etotn+m)
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B ZZ (h1> (h2> -1 se hy +hy # 0 mod ¢,
hi,hy mod ¢ q q q_l Sehl—f—thOmodq.
Il primo membro vale (g — 1)t? perché tutti gli addendi sono uguali. Quindi

v (5) 3n ()

h mod ¢ hi,hy, mod ¢

g1 , 2
=2 (5)-(Z.()
zq(q—l)(_?l)-

In definitiva abbiamo dimostrato che 12 = q(—l | q) e in particolare, T # 0. Vo-
gliamo ora dimostrare che t¥ =1 ( p| q) . Per fare questo, scegliamo d in modo che
nel campo F 4 il polinomio x? — 1 si spezzi in fattori lineari. Per quanto osservato
sopra

v= Y (g)peq@m): Y <hp_l)eq<h>

m mod ¢ h mod g q

=(0),Z, @)= ()

Quindi abbiamo che 17! = ( p| q) Sostituendo il valore di T2 trovato sopra, si

ha
—1)/2
(E) _ (1) D12 2 glo-1)2 (—_1) w0z _ (Q)(_l)@—l)(q—l)/{
q q p

dove tutte le congruenze sono modulo p. Ma sia il primo che 1’ultimo termine
sono numeri interi di valore assoluto 1, e quindi queste congruenze implicano
I’uguaglianza richiesta.

Per la dimostrazione nel caso ¢ = 2 si vedano gli Esercizi. U

Osservazione 1.6.5 La legge di reciprocita quadratica permette di determinare
facilmente se la congruenza x> = a mod p ¢ risolubile.

Per esempio, si voglia determinare se la congruenza x> = 42 mod 47 ha solu-
zione. Si puo procedere come segue:

(#)= (&) (&) (&) =0 (5) (3)-G)6)
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7 2
= — | = = —\| = — 1
(5) =)=
oppure, piu semplicemente, (42 | 47) = (—5 | 47). Non c’¢ un metodo diretto

altrettanto efficiente per determinare esplicitamente una soluzione. Con qualche
calcolo si dimostra che le soluzioni sono x = £18 mod 47.

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che se p & primo allora p | (?) perr=1,..., p—1.
¢ 2. Dimostrare che (n | p) =n(P~1/2 mod p usando il Teorema di Fermat 1.2.5.

¢ 3. * Dimostrare che (2| p) = (—1)(”2*1)/8 (cfr Teorema 1.6.4). Suggeri-
mento: sia K il campo di spezzamento di x® — 1 su F, (cioe K =T se
p=1mod8, K= sz altrimenti), ed u una radice ottava primitiva di 1. Si
scriva p = 8k+r con k € Ned r € Z tale che |r| < 4, e si osservi che detto
o :=u-+u"! si ha o> =2. Si concluda utilizzando 1’osservazione 6 nella
dimostrazione del Teorema 1.6.4, dato che se |r| = 1 allora a” = a,, mentre
se |r| =3 allora o = —a.

€ 4. Sia f(x) = x> 4+ 3x— 1. Dire per quali primi p 1’equazione f(x) = 0 mod p
ha soluzione e determinarle esplicitamente, se possibile, per p < 10.

& 5. Risolvere se possibile I’equazione 5x* = 1 mod p per ciascun p < 11.

¢ 6. Esprimere il numero delle soluzioni della congruenza f(x) = 0 mod p per
mezzo del simbolo di Legendre, dove p & un numero primo ed f(x) = ax? +
bx+c,a, b, c € Z,con a # 0. Attenzione al caso p | 2a.

Riferimenti. Estensioni del simbolo di Legendre: per i simboli di Jacobi e di Kronecker
si veda Landau [97] Parte I, Cap. 6, pag. 65 e 70 rispettivamente. Reciprocita quadratica
1.6.4: per altre tre dimostrazioni vedi [65] Teorema 98, Apostol [5] Teorema 9.8 oppure
Frame [37].

1.7 Formule per i numeri primi

Usando il Teorema di Wilson 1.2.7, ¢ possibile scrivere una “formula” per I’n-
esimo numero primo, ed una formula esatta per 7(x), il numero dei numeri primi
< x. Naturalmente, queste formule non sono utilizzabili nella pratica, perché ri-
chiedono troppi calcoli. Abbiamo gia osservato sopra che se kK > 6 non ¢ un
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numero primo allora k | (k —2)!, mentre per il Teorema di Wilson, se p & primo
allora (p —2)! =1 mod p. Quindi, per x > 3,

nx) =2+ ) k{@}

5<k<x

dove {x} indica la parte frazionaria di x. Ora definiamo f(x,y) :=1sex >y, ed
f(x,y) :=0sex <y. Peril Corollario 1.1.8 possiamo scrivere

22"

pn=1+Y f(n,7(d)), (1.7.1)
d=1

dove p, denota 1’n-esimo numero primo, e 7(d) si calcola usando la formula
precedente.

Non e difficile dimostrare che nessun polinomio in una variabile non costante
puo assumere solo valori primi, ma esistono polinomi in pid variabili che hanno
questa proprieta: si veda Ribenboim [152], §3.III. Vedremo nel Capitolo 5 che
i polinomi assumono valori composti per “quasi tutti” i valori dell’argomento:
in particolare il Corollario 5.2.10. In compenso, I'insieme dei fattori primi dei
valori non nulli di un polinomio non puo essere troppo piccolo: ¢ il Teorema di
Schur [159], del quale diamo la dimostrazione originale che ¢ basata su proprieta
algebriche dei polinomi ed una dimostrazione basata sul conteggio.

Teorema 1.7.1 Se f € Z|[x] assume valore primo per ogni intero, allora f ¢ co-
stante.

Dim. Sia f € Z[x| un polinomio che assume solo valori primi e sia p := f(0). Si
ha ovviamente f(np) = f(0) = 0 mod p per ogni n € Z. Dunque p | f(np) per
ognin € Z e quindi f(np) = +p poiché deve essere un numero primo, ma questo &
assurdo se f non & costante, perché 1’equazione | f(m)| = p ha al massimo 2deg(f)
soluzioni. O

Ricordiamo un esempio di Eulero: il polinomio f(n) = n* —n+41 & primo
pern=20,1, ..., 40, ma evidentemente non ¢ primo per n = 41.

Teorema 1.7.2 (Schur) Sia f € Z[x] un polinomio non costante. L’insieme B y :=
{p: esisten € Ntale che f(n)#0e p| f(n)} é infinito.

Dim. Sia f(x) = a.x" + - -- 4+ ag con a, # 0. Possiamo supporre ag # 0, altrimenti
B s & 'insieme di tutti i numeri primi. Per assurdo, sia*Bs = {p1,..., pr},esiace
Z tale che |f(caop1--- px)| > |ao|. Ma (1/ag) f(caopi---pr) =1 mod p;---pg, e
quindi esiste un primo p ¢ ‘B tale che p | (1/ao)f(caop1 - pk). O
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Z2

Figura 1.4: La dimostrazione del Teorema di Schur 1.7.2 nel casoincuik=2e
B ={2,3}. L’area in grigio & uguale a |V (x)|.

zy

Dimostrazione alternativa. Per assurdo, sia By = {p1, ..., pr}. Se f(x) =
ax"+---+ap con r > 1 ed a, # 0, poniamo U(x) := {m < x: m € f(N)}; si
ha |U(x)| ~ (x/|ar|) L per x — oo, Consideriamo il semigruppo moltiplicativo
generato dall’insieme di numeri primi ‘B 7, e cioe I’insieme

SR)E{(neN: p|n=pecP,}. (1.7.2)

Poniamo V(x) := [1,x] N S(Py): si ha m € V(x) se e solo se esistono a, ...,
oy € N tali che m = p‘fcl «~-p,(f" e quindi logm = oy log p; + - - - + o log pr < logx.

In altre parole
|V(x)|N/.../del...dxk
def

T={(x1,...,%) € R*: x>0, x; logp1 + -+ +x;log pr < logx},

dove

e quindi |V (x)| ~ c(logx), dove ¢ = (k!log p; - - -log py) ~! in contraddizione con
il fatto che U (x) C V(x). O

La Figura 1.4 illustrail caso k =2, B = {2, 3} della dimostrazione. La cardi-
nalita di V(x) & uguale al numero di punti a coordinate intere nel triangolo delimi-
tato dagli assi cartesiani e dalla retta di equazione x;log2 +xlog3 = logx. Asse-
gniamo ad ogni punto (a1, as) € N? che soddisfa questa diseguaglianza il quadrato
di vertici opposti (ay,az), (a; +1,a2 4+ 1). Il numero di questi punti & uguale all’a-
rea indicata in grigio, cio¢ all’area del triangolo con un errore dell’ordine del pe-
rimetro del triangolo stesso, e quindi 1’area vale (logx)?/(21log2log3) + O(logx).
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Si veda il Capitolo 5 di Hardy [0 1] per una discussione della stima di V (x) con un
termine d’errore estremamente accurato.

Evidentemente non & necessario conoscere |V (x)| con precisione: & sufficiente
osservare che da logm = aylogpy + -+ + ok log pr < logx segue che 0 < o; <
[(logx)/log p;| e quindi [V (x)| <TT;(2+ (logx)/log p;) = Op, ... p, ((logx)¥). In
altre parole, si puo dire che il semigruppo moltiplicativo § generato dall’insieme
di numeri primi 33 definito nella (1.7.2) € poco denso e non riesce a coprire tutti
1 valori assunti da un polinomio.

Esempio 1.7.3 Sia f(x) =gx+acona, g€ Z, e q#0. Se (a,q) =1 allora il

Lemma 1.2.3 implica che By = {p: p1q}. Se (a,q) > 1, allora*B; = {p: pt
qtU{p: pl(a,q)}

Esempio 1.7.4 Se f(x) = x*> + 1, allora I’Osservazione 1.2.9 implica che Br=
{2YU{p: p=1mod4}). Piii in generale, se f(x) = ax*> +bx+c con a # 0, sia
A = b? —4ac il discriminante di f: se A # 0, per il Lemma 1.2.3 e la Definizione
1.6.1 in questo caso Py =AU{p: (A | p) =1}, dove A é un sottoinsieme del-
Uinsieme dei divisori primi di 2aA. Infatti, se p 1 2a I’equazione f(x) =0 mod p
¢ equivalente a 4a’x* + 4abx + b* = A mod p, cioé (2ax+b)*> = A mod p e que-
sta e risolubile se e solo se (A | p) = 1. Inoltre 2 € Py se e solo se c(a+b+
¢) =0mod 2. Infine, se p | aA oppure se A =0 ricadiamo nel caso descritto
nell’Esempio 1.7.3.

Teorema 1.7.5 Esistono infiniti numeri primi in ciascuna delle progressioni arit-
metiche 4n+1 e 4n— 1.

Dim. Supponiamo che esistano solo un numero finito di primi p; = 1 mod 4. Po-
niamo N := (2p1 --- px)> + 1. Se g & un fattore primo di N, per il Corollario 1.4.4 si
ha g = s* +12 per opportuni s, r € N, e quindi ¢ = 1 mod 4, ma g{N. Se esistessero

solo un numero finito di numeri primi p; = —1 mod 4, posto N :=4p;---px— 1, si
avrebbe N = —1 mod 4, ed evidentemente non ¢ possibile che tutti i fattori primi
di N siano congrui a 1 mod 4. U

Questa dimostrazione puo essere facilmente modificata per dare il seguente
risultato: qualunque sia ¢ > 3, i numeri primi non sono definitivamente = 1 mod
q. Esiste una dimostrazione elementare del fatto che dato ¢ > 2 ci sono infiniti
numeri primi = 1 mod g che qui non daremo perché nel Capitolo 4 otterremo un
risultato molto pitd preciso.

Nel XVII secolo, Fermat e Mersenne proposero “formule” che danno primi:
purtroppo le loro congetture si sono rivelate sbagliate.

Teorema 1.7.6 Se il numero 2™ + 1 ¢ primo, allora m = 2" per qualche intero n.
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Definizione 1.7.7 Per n € N si chiama n-esimo numero di Fermat il numero F,, :=
n . . . . .
22" 4 1. Pern € N* si chiama n-esimo numero di Mersenne il numero M,, := 2" — 1.

Teorema 1.7.8 Se il numero M,, e primo, allora n e primo.

Fermat congetturo che tutti i numeri F;, fossero primi, ma questo ¢ vero solo

pern=0, ..., 4, efalsopern =235, ..., 32. Esistono criteri di primalita ad hoc
per 1 numeri di Fermat che hanno permesso di dimostrare che 1 numeri F, con
n=35, ..., 32 sono composti, nella maggior parte dei casi senza poterne esibire

esplicitamente un fattore primo.

Mersenne dette una lista di numeri primi p per i quali M, € primo, ma questa
lista contiene vari errori ed omissioni. Anche nel caso dei numeri di Mersenne
esistono criteri di primalita speciali.

Esercizi.

¢ 1. Siverifichi la (1.7.1) quando n = 4 scrivendo esplicitamente tutti gli addendi
della somma.

¢ 2. Facendo riferimento all’enunciato del Teorema di Schur 1.7.2, si dimostri
che se ap = 0 allora B¢ ¢ 'insieme di tutti i numeri primi.

¢ 3. Procedendo come nel Teorema 1.7.5, dimostrare che esistono infiniti primi
p =1 mod 6 ed infiniti primi p = 5 mod 6. Perché la stessa dimostrazione
non funziona se consideriamo le progressioni modulo 8?

¢ 4. Dimostrare che F, 1 = (F, — 1)+ 1 =2+[]", F;. Dedurre che se n # m
allora (Fy, F,) = 1 e quindi che esistono infiniti numeri primi.

€ 5. Dimostrare che se p = F, € primo, h genera Z, se e solo se (h | p) =—1.

¢ 6. * Dimostrare che se p | F,, ed n > 2 allora p = 1 mod 2"+2 Suggerimento:
sia r I'ordine di 2 in Zj,. Dimostrare che r = 271 osservare che (2 ] p) =1

e che per il Teorema 1.6.4 si ha (2 | p) =2(P-1/2 mod p. Dedurne che
r| 3(p—1) e quindi la tesi.

@ 7. Dimostrare che 641 | Fs5. Suggerimento: 641 = 2*+5% =5.27 1, e quindi
641|232 +228.5% e 641 | 228.5% — 1, ed anche la loro differenza Fs.

¢ 8. Dimostrare i Teoremi 1.7.6 ¢ 1.7.8.

€ 9. Dimostrare che se p e ¢ sono numeri primi e p | M,, allora p = 1 mod 2g.
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Riferimenti. Formule per i primi: Hardy & Wright [65] §2.7, Teorema 419 e App. 1 e 2;
Dudley [30], Vanden Eynden [167]; Languasco & Zaccagnini [103]. Ulteriori riferimenti
si possono trovare nella recensione dell’articolo di Golomb [51] a cura di Gandhi [40].
Il problema ¢ discusso in dettaglio nel Capitolo 3 del libro di Ribenboim [152]. Una
semplice dimostrazione del Teorema di Schur 1.7.2 con varie estensioni si puo trovare in
Morton [127]. Numeri di Fermat e di Mersenne: [65] §2.5. Lo stato attuale dei numeri
di Fermat con gli eventuali fattori primi noti ¢ consultabile in www.prothsearch.net/
fermat.html. Per i numeri di Mersenne si veda www.mersenne.org.

1.8 Problemi aperti

Sia C(x) il numero dei numeri di Carmichael < x. I piti importanti risultati recenti
sono [3] e [66].

Teorema 1.8.1 (Alford, Granville & Pomerance, 1994) Per x > x¢ si ha C(x) >
2/7
x“7.

Questo risultato ¢ stato migliorato nel 2005 da Harman, che ha dimostrato la
disuguaglianza C(x) > x33/100 per x > xo.

Teorema 1.8.2 (Pomerance, Selfridge & Wagstaff) Per x > x(€) si ha

C(x) < xexp(—(l — S)M).
log, x
Si veda [149]. Si congettura che quest’ultima relazione debba valere con ~ al
posto di < ed o(1) al posto di €. Si pud dimostrare che tutti i numeri di Carmi-
chael sono dispari, senza fattori primi ripetuti, ed hanno almeno tre fattori primi
distinti. Non ¢ noto se per ogni k > 3 esistano infiniti numeri di Carmichael con
esattamente k fattori primi.

Congettura 1.8.3 (Artin) Se n € Z ¢ # —1 e non é un quadrato perfetto, allora
n genera 7, per infiniti numeri primi p.

Heath-Brown [69] ha dimostrato che le eccezioni a questa congettura, se esi-
stono, sono molto rare.

Fermat ha congetturato che F;, sia primo per ogni n € N, ma Eulero ha dimo-
strato che 641 | F5.0ggi € noto che F;, non & primo per n =35, ..., 32. Mersenne
ha congetturato che M), sia primo per infiniti valori di p: oggi (ottobre 2014) se
ne conoscono 48. A questo proposito ¢ bene osservare che esistono metodi di fat-
torizzazione estremamente efficienti per numeri interi n per 1 quali sia disponibile


www.prothsearch.net/fermat.html
www.prothsearch.net/fermat.html
www.mersenne.org
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una fattorizzazione completa di n+ 1 o di n — 1, ed i numeri di Mersenne e di Fer-
mat, rispettivamente, appartengono a questi insiemi. Questi metodi si basano sul
Teorema di Lucas 1.2.14 o sue varianti (vedi Lehmer [108]). Per una discussione
di metodi di fattorizzazione, criteri di primalita, questioni computazionali varie ed
applicazioni alla crittografia rimandiamo agli articoli di Adleman, Pomerance &
Rumely [1], Dixon [29], Pomerance [145], [146], [147], [148] e alle monografie
di Cohen [16], Crandall & Pomerance [20], Knuth [90], Koblitz [9 1], Languasco
& Zaccagnini [107], Riesel [154].



Capitolo 2

Funzioni Aritmetiche

In questo Capitolo studieremo vari aspetti legati alle funzioni aritmetiche: queste
non sono altro che funzioni definite su N* a valori in C, e quindi potremmo chia-
marle successioni, se adottassimo il punto di vista dell’analisi matematica. Ma
il nostro interesse ¢ rivolto principalmente agli aspetti aritmetici (si veda la Defi-
nizione 2.1.3) piuttosto che alle proprieta quali esistenza del limite, sommabilita,
..., che sono quelle che si studiano quando si considerano le successioni.

Nel primo paragrafo vedremo una trattazione algebrica delle funzioni aritme-
tiche e definiremo un particolare modo di combinare due funzioni aritmetiche, il
prodotto di Dirichlet della Definizione 2.1.2, che trae la sua origine da questioni
legate alle serie di Dirichlet (vedi §2.4) ed alle funzioni generatrici.

Poi rivolgeremo la nostra attenzione ad un insieme concreto di funzioni arit-
metiche, e di queste studieremo il comportamento asintotico (quando questo ¢
possibile) ed il comportamento medio. Infatti, vedremo che per molte funzioni
interessanti il comportamento puntuale ¢ estremamente irregolare (si veda a titolo
di esempio il Teorema 2.2.4), nel senso che il valore massimo ed il valore minimo
di alcune funzioni hanno ordine di grandezza molto diverso. Piu precisamente,
data una funzione aritmetica reale f si cercano due funzioni elementari fi ed f;
tali che fi(n) < f(n) < fo(n) per ogni n > 1, in modo da determinare 1’intervallo
di oscillazione dei valori assunti da f. Per molte funzioni aritmetiche interessan-
ti, queste due funzioni associate f ed f> hanno ordini di grandezza radicalmente
diversi. Ma se definiamo media della funzione aritmetica f la quantita

F)= Y fln),

n<x

questa si comporta in modo molto regolare per la maggior parte delle funzioni
aritmetiche interessanti. Nei casi che studieremo, in effetti, saremo in grado di
stimare F' trovando un termine principale ed un termine d’errore di ordine di
grandezza (quando x — +-o0) piu piccolo.

37
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2.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 2.1.1 (Funzioni aritmetiche) Si dice funzione aritmetica una qual-
siasi applicazione f: N* — C. Per n € N*, B € C e k € N* consideriamo le
seguenti funzioni aritmetiche elementari:

Ng(n)En o)< ||

sono rispettivamente la potenza di esponente B e la funzione di Eulero.
def B def .
op(n) =) d d(n)=oco(n) =Y 1=|{deN*:d|n}|

dn dn

sono la somma delle potenze dei divisori di n ed il numero dei suoi divisori.
def def
OJ(n)éZI Qn)= Z o
pln p¥n

sono il numero di fattori primi distinti e totali di n.

def

L(n)déflogn rk(l’l) = {(xl,...,xk) c 7k. n:x%+..‘_|_x]%}

sono la funzione logaritmo e il numero di rappresentazioni di n come somma di k
quadrati.

I(n)d:ef[l}:{l sen=1 A(n)déf{logp sedp, Am e N* t. c. n = p™

n 0 sen>1 0 altrimenti.

sono la funzione identita e la funzione di von Mangoldt.

Pud sembrare strano, a prima vista, I’aver assegnato nomi a funzioni stan-
dard quali la potenza e il logaritmo, ma gia dalle prossime definizioni dovrebbe
risultare chiaro il motivo formale per cui questa scelta risulta convieniente.

Definizione 2.1.2 Date due funzioni aritmetiche f e g chiamiamo prodotto di con-
voluzione o di Dirichlet di f e g la funzione aritmetica h definita dalla relazione

= ()Y r@e(5) = X fld)glda).
dln

dldzzn

Definizione 2.1.3 (Funzioni moltiplicative) Una funzione aritmetica f si dice
moltiplicativa se f(1) =1 e per ogni n, m € N* con (n,m) =1 si ha f(nm) =
f(n)f(m). Se questo vale per ogni n, m € N*, f si dice completamente mol-
tiplicativa. Indicheremo con M ed IN* rispettivamente 'insieme delle funzioni
moltiplicative e quello delle funzioni completamente moltiplicative.
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Per esempio, 0, d, o € M, mentre I, Ng € M*, cosi come (- | p) & comple-
tamente moltiplicativa per ogni primo p fissato, mentre A, ®,  ed L non sono
moltiplicative (ma, ovviamente, e® € 91, mentre el = Ny, e© € M*). Potrebbe
sembrare pil naturale dire che f ¢ moltiplicativa se non ¢ identicamente nulla ed
f(nm) = f(n)f(m) quando (n,m) = 1, ma si verifica facilmente che questa defi-
nizione & equivalente a quella data sopra, considerando ng € N tale che f(ng) # 0
ed osservando che f(no-1) = f(no)f(1), e quindi f(1) =

Teorema 2.1.4 Se f, g € M allora anche f*g € M.
Dim. Sia & = f*g e siano n, m € N* tali che (n,m) = 1. Osserviamo che se d | nm,

sono univocamente determinati dy, do € N* tali che dj | n, dy | m e did, = d.
Inoltre, ovviamente, (dj,d,) = 1. Quindi

- () - s (G-7)

dlom
dz\m
= %d;lf(dl)f(dz)g (%) g (%)
=£f<d1>g( )%;nf () ( )
— h(n)h(m).

U

Osserviamo perd che se f, g € 9%, non ¢ detto che f* g € 9", come mostra
I’esempio d = Ny * Ny. In altre parole, 2)t* non & un sottogruppo di 9.

Lemma 2.1.5 Sia f € 9. Valgono le seguenti relazioni:

k ko

k
se n:Hp?i allora f("):Hf(p?i) € Zf Hpr,
i=1

i=1 d|n i=1j=0

Dim. La prima segue immediatamente dalla definizione di moltiplicativita; nella
seconda entrambi i membri sono uguali ad (f x Ny)(n), per il Teorema 2.1.4. [

In altre parole, una funzione di 97t & completamente determinata dai suoi valori
sulle potenze dei primi, ed, in modo analogo, una funzione di 91" ¢ determinata
dai suoi valori sui primi, dato che in questo caso f(p*) = f(p)*.

Teorema 2.1.6 L’insieme delle funzioni aritmetiche con I’operazione * é un anel-
lo commutativo con identita I. Gli elementi invertibili sono le funzioni aritmetiche
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f tali che f(1) # 0, e per queste la funzione inversa (che indichiamo con f~!)
soddisfa

f_l(l):L' fn =——Zf< ) pern > 1.

[0} ) &

d<n

Inoltre per tutte le funzioni f € M Uinversa f~! esiste ed & in M.

Dim. La proprieta commutativa ed il fatto che [ sia I’identita seguono immedia-
tamente dalla definizione. Per dimostrare la proprieta associativa, osserviamo
che

((fxg)xh)(n)= ), (fxg)(d)h(d)= Y} ) [f(81)8(82)h(d2)

didyen didr=n 88y=d,
= 525' f(81)8(82)(83) = (f * (g xh)) (n).

Ora vogliamo dimostrare che se f(1) # 0 allora esiste una funzione aritmetica
tale che f* f~! = f~!« f =I. Per avere (f*f_l)(l) = 1 deve necessariamente
essere f~!(1) =1/f(1). Supponiamo per induzione che f~! sia univocamente
determinata per 1 < k < n dove n > 1: la relazione (f* f~')(n) = 0 equivale a

Yr(G) i @=0 = ry - Y r(5) @, el

dn dln,d<n

come si voleva. Dunque se f € 9t allora f(1) = f~!(1) = 1. Scegliamo ora due
interi n, m primi fra loro tali che nm > 1, e supponiamo di aver dimostrato che
f~Yab) = f~"(a)f~1(b) per tutti gli interi a, b tali che (a,b) = 1 ed ab < nm.
Per la (2.1.1), procedendo come nella dimostrazione del Teorema 2.1.4, si ha

“L ()t

d|nm
d<nm

=— Y)Y f( ) ( 2)f_1(d1)f_1(d2)

di|n, da|m
didry<nm

—- X (5) @ R () @ s o)

di|n d2|m
= —1(n)I(m) + £~ () f (m) = £ (n) £ (m),

poiché almeno uno fran ed m ¢ > 1 e quindi /(n)I(m) = 0. O
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Corollario 2.1.7 Se f, f*xg €M, allora anche g € IN.

Dim. g = f~! % (f * g) & prodotto di funzioni moltiplicative. U

Definizione 2.1.8 Sia n € N* con la fattorizzazione canonica della Definizione
1.1.4. Si dice funzione u di Mobius la funzione aritmetica u € M definita da

1 sen=1,
un)=<0 se o; > 2 per qualche i € {1,... k},
(=K seo;=1perogniic{l,... k}

Teorema 2.1.9 Si ha No*u =1, cioé uy= N, L

Dim. Per il Lemma 2.1.5 ¢ sufficiente dimostrare che 1’'uguaglianza desiderata
vale quando n ¢ potenza di un numero primo: se o > 1

o
(Nox)(p*) = Y u(d) = Y u(p®) = 1+u(p) =0,
d|p® p=0
poiché tutti gli eventuali addendi con B > 2 sono nulli. U

Corollario 2.1.10 Se f € M*, allora f~' = uf, cioe f~'(n) = u(n)f(n).

Dim. A causa della completa moltiplicativita, per o > 1 si ha

o

()= £) (™) = ¥ W) (PP) £(p*P) = £()F (p™) = f(p)f(p*") =0
=0
poiché f(p)f(p*~1) = f(p)™. O

Corollario 2.1.11 (Prima formula di inversione di Mobius) Se f e g sono fun-
zioni aritmetiche allora f = g+ u se e solo se g = f *Nj.

Dim. Se f = g * u, moltiplichiamo ambo i membri per Ny, ottenendo f * Ny =
(g*u)*xNo=gx(uxNy) =g=I=g,e viceversa. OJ

Teorema 2.1.12 (Seconda formula di inversione di Mobius) Se h € 9N, allora

flx)= Z h(n)g (%) se e solo se g(x) = Z hl(n)f (%) :

n<x n<x
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Al punto di coordinate (h,k) con h, k €
N* si associ f(h)g(k) che & un addendo
della somma per n = hk, d = h. Le tre
quantita a secondo membro nella (2.1.2)
sono le Xf(h)g(k) estese rispettivamente
agliinsiemi {1 <k <y, 1 <hk <x},{l1 <
h<x/y, 1 <hk<x}, {1 <h<x/y,1<
k<y}.

Figura 2.1: Dimostrazione del Teorema 2.1.13.

Dim. Infatti si ha

OB WO EY

m

_ ;g(x) Y h 7 (n)h(d)

n<x d<x/n nd=m
X
= Y g(3)10m) = g(v).
m<x m
¢ 5 DL’implicazione inversa si dimostra scambiando f e g. 0]

Teorema 2.1.13 (Metodo dell’Iperbole di Dirichlet) Siano f e g funzioni arit-
metiche e poniamo

FOE'Y f(n)

Per ogniy € [1,x] si ha

n<x

n<y

n<x

G)E'Y g(n).

n<x

Y regm) =Y F(5)em+ ¥ f<n>G(j§)—F(§) GO). @212

n<x/y

In particolare, scegliendo y = x ed y = 1 rispettivamente, si ha

Dim. Si veda la Figura 2.1. In effetti

Y, frgn)=Y Y f(h)g(k)

1<n<xhk=n

1<n<x

n<x

Y rrgm) =Y F () s = Y fG(>).

n<x

=Y stk) Y f+ Y Y flhsk)

1<k<y

y<k<x1<h<x/k
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= Y F(y)s+ ¥ Y fme®

1<k<y 1<h<x/y y<k<x/h
x x
= F (=) glk)+ f(G(7)-60)
I Qs+ L s0(e(3)-00)
X x x
- ¥ () ¥ swe(F)-r ()60
Vg;y (k> 1<Z%A7 <h> y
Per il caso particolare y = x & sufficiente notare che F(1) = f(1). O

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che nell’anello delle funzioni aritmetiche, la moltiplicazione
puntuale per L € una derivazione, cio¢ che per ogni f, g: N* — C e per ogni

c€CsihaL(cf) = cLf,L(f+g) = Lf +Lge L(f+g) = (Lf) rg+ f+(Lg).
€ 2. Dimostrare che posto f(n) := [\/n] — [v/n—1], siha f € M\ M*.
¢ 3. Dimostrare che N, € 9" per ogni k € C, ma che Ny * No = d ¢ I*.

¢ 4. Dare una dimostrazione alternativa del Teorema 2.1.9 osservando che se
n > 1 ha la fattorizzazione canonica 1.1.4, allora gli unici termini diversi
da zero nella somma (No * u)(n) = ¥4, 1(d) sono quelli per cui d divide

P11 Pk-

¢ 5. * Utilizzando la Seconda Formula di Mobius 2.1.12 dimostrare che per ogni

x> 1siha
Yu@|3] =1

d<x

dato che il primo membro & ¥ u*Ny(n). Se ne deduca che ¥ u(n)n~!e

n<x n<x
limitata.

Riferimenti. Vari Teoremi e dimostrazioni sono adattati da Apostol [5] Cap. 2. Si veda
anche Apostol [4] per la caratterizzazione delle funzioni completamente moltiplicative.

2.2 Alcune funzioni aritmetiche importanti
Teorema 2.2.1 La funzione ry non e moltiplicativa. Inoltre, si ha

liminfry(n) =0 e limsupry(n) = +oo.
n—roo n—s—+o0



¢ 1-2

44 A. Zaccagnini. Introduzione alla Teoria Analitica dei Numeri (2014)

Dim. r, ¢ M poiché (1) =4, (1 = 0>+ (£1)? = (£1)? +0?), ma osserviamo
che %rz, invece, ¢ moltiplicativa: cfr Teorema 4.6.1. La seconda affermazione
segue dal fatto che r»(4n+3) = 0 per ogni n € N, poiché x? € {0, 1} mod 4, e
dunque x?> +y% € {0, 1, 2} mod 4.

Dimostreremo la terza provando che se p = 1 mod 4, allora r, (p®) > 4a.+ 4.
Questo & certamente vero per & = 0, dato che 1 = 0% + (1) = (£1)? +0°. Ri-
cordiamo inoltre che, per I’Osservazione di Fermat 1.4.12, esistono a, b € N*
tali che p = a®> +b* e p { ab. Supponiamo dunque che per ogni numero naturale
B < o+ 1 si abbia 2 (pP) > 4(B+ 1) e che inoltre se f > 1 almeno una di queste
rappresentazioni sia primitiva. Per dimostrare che r; (p‘”z) > 4o+ 12, molti-
plichiamo le rappresentazioni a? + b? di p* per p?, in modo che (pa;)* + (pb;)?
siano rappresentazioni distinte (non primitive) di p®*2. Inoltre, sempre per ipo-
tesi induttiva, p**! ha almeno una rappresentazione primitiva, diciamo ¢? + d2,
con ptcd. Usando la formula (1.4.1), possiamo costruire le rappresentazioni
p**t?2 = (ac+bd)? + (ad F bc)?. Resta da dimostrare che almeno una di queste &
primitiva: ma se entrambe non lo fossero, allora p | ac+bd e p | ac — bd, da cui
p | 2ac e p|2bd, il che & assurdo perché avevamo supposto che p t 2abcd. Questa
rappresentazione primitiva, per simmetrie € cambiamenti di segno, ne fornisce 8,
distinte fra loro e da tutte quelle contate prima, perché non primitive. In totale,
quindi > (p®2) > r2(p®) +8 > 4oL+ 12, per induzione. O

Teorema 2.2.2 (Gauss) Per x — +oo s5i ha

R(x)E Y ra(n) = e+ 0(x'1?).

n<x

Dim. A ciascuna coppia di interi (a,b) associamo in modo univoco il quadrato
Q(a,b) di vertici (a—3,b—3), (a+3,b—13), (a+5,b+3), (a—3,b+%). In
altre parole Q(a, b) ¢ il quadrato di centro (a,b) con lati di lunghezza 1 e paralleli
agli assi coordinati. In questo modo, posto per brevita

U0 ) 0@b), siha  Rx)= Y 1= // dudb.
a,be” a,beZ U(x)

a?+b*<x a?+b><x
Consideriamo i cerchi C; e C, di centro I’origine e raggio p; = vx — /2 ed
P2 = Vx4 /2, rispettivamente. E chiaro che C; C U(x) C C,, e quindi np% <
Sy dudy < np3. Ma mp? = mx+ O(x'/2) sia per p = p; che per p = po, ed il
risultato voluto segue. U

Una dimostrazione simile ¢ illustrata nella Figura 2.2: la circonferenza conti-
nua ha raggio x1/2, quelle tratteggiate hanno raggio x!/2421/2 Larea in grigio e
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Figura 2.2: Dimostrazione del Teorema di Gauss 2.2.2.

uguale al numero delle coppie (1, m) per cui n? +m? < x,ma (n+1)>+ (m-+1)? >
x, e quindi il quadrato di vertici opposti (n,m) ed (n+1,m+ 1) & solo parzialmente
contenuto nel cerchio di raggio x'/2. Quest’area vale O(xl/ 2).

Teorema 2.2.3 (Landau) Per x — +oo si ha

o
(Klogx)!/2

def 1
k=2 ] (1——2>.
p=3 mod 4 p

Si vedano anche il Teorema 4.6.1 e il Capitolo 5. Il Teorema di Gauss 2.2.1
dice che rp(n) in media vale T, ma il Teorema di Landau 2.2.3 afferma che r;(n)
vale 0 per “quasi tutti” gli interi 7.

A questo punto ¢ opportuno leggere le Appendici A.1 e A.4.

Ry E [{n<x: ra(n) > 1} ~

dove

Teorema 2.2.4 La funzione d € N, e d (po‘) = o+ 1. Inoltre

- . d(n)
1 fd(n) =2 A€ Rsiha 1 =
iminf (n) e per ogni si ha }gil:op (logn)e

In altre parole d(n) = Q. ((logn)™).
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Dim. Per la moltiplicativita ¢ sufficiente osservare che per definizione d = Ny * Np.
Inoltre d | p® se e solo se d = pB con B € {0, ..., a}. L’affermazione sul minimo
limite segue dal fatto che d(p) = 2 per ogni numero primo p e che d(n) > 2 per
ognin > 2. Infine, dato A€ R", siak € Ntaleche k—1 <A<k,ed:=k—A>0.
Siano p; I'i-esimo numero primo ed n := pp--- p;. Per quanto gia dimostrato,
d(n™) = (m+1)* > mt, e quindi

d(n’") m k B
(log(m)* T )

dove c(k) > 0 & una costante che dipende solo da k. Dunque

d(nm) > c(k) (log(nm))A+8
da cui d (n™) (log(n™)) A (k) (log(nm))6 — oo quando m — . O

Teorema 2.2.5 (Dirichlet) Sia yla costante di Eulero definita dalla (A.4.1). Per
X — o0 si ha

D(x) &ef Z d(n) =xlogx+ (2y—1)x+ O(xl/z).
n<x
Dim. Segue dal Teorema 2.1.13 con y = x!/2 e dal Teorema A.4.1 per k = —1. OJ

Dirichlet introdusse il Metodo dell’Iperbole 2.1.13 per migliorare il termine
di errore che proviene da una stima ingenua della funzione D: infatti si potrebbe
procedere cosi

Dx)=Ydn)=) Y1=) Y1

n<x n<x dln d<x n<x
d|n
:d; [2] :d; (2+o<1)) — xlogx+ O(x).
<x <x

Sostanzialmente questo ¢ il caso y = x della (2.1.2). Il vantaggio del Teorema
2.1.13 risiede nel fatto che possiamo scegliere y = x'/2e quindi avere una somma
“corta” e di conseguenza un termine d’errore molto piu piccolo.

Teorema 2.2.6 Si ha 6, € N per ogni k € C. Inoltre, per k # 0,

k(o+1) 1

p—1
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Dim. Basta osservare che 6 = Ny * Ny e che per k # 0

o k(o41) _ 1
P
or(p®) = Y, 1P ="——
B=0 P
ed il risultato segue dal Lemma 2.1.5. U
Osservazione 2.2.7 (Eulero) Se esistessero un numero finito di primi py, ..., py,

posto M := py---p,, si avrebbe O(M) = 1, dato che ogni intero > 1 dovreb-
be essere divisibile per un fattore di M, ma per M > 3 si ha (M) > 2, poiché
(LM)=(M—-1,M)=1.

Teorema 2.2.8 La funzione ¢ € M, e ¢(p*) = p* — p*~ 1. Inoltre o = Ny x p,

1imsupw:1 e M:H(l—l).

n——o0 n p|n p

Dim. Per dimostrare che ¢ € 91 siano n, m € N* primi fra loro. Facciamo ve-
dere che esiste una biiezione f: Z} x Z}, — Z},,. Se (a,b) € Z} x Z, ponia-
mo f(a,b) := am+ bn mod nm. E chiaro che f & iniettiva: se am + bn = oum +
Br mod nm allora bn = Bn mod m e quindi b = 3 mod m, ed allo stesso modo
a = o mod n. Per dimostrare che f ¢ suriettiva, ricordiamo che per il Teorema
1.1.1 esistono A, u € Z tali che An+um = 1: se r € Z},,, si vede subito che
flru,rk) =r.

Per determinare d)( p“) contiamo quanti interi dell’intervallo [1, p“] SOno pri-
mi con p%, cio¢ con p: gli interi non primi con p sono tutti e soli quelli divisi-
bili per p e nell’intervallo in questione ce ne sono esattamente p®*~!. Per dimo-
strare che ¢ = Ny * u osserviamo che Ny, u € 9, e quindi dobbiamo verificare
quest’uguaglianza quando n = p%. In questo caso abbiamo

(N1 *) (p®) = i pPu(p®P) = p*— p*t = o(p%),
B=0

dato che tutti gli eventuali altri addendi sono nulli. Osserviamo che abbiamo gia
dimostrato la relazione equivalente N; = ¢« Ny nel Lemma 1.2.11. L’affermazione
sul massimo limite segue dal fatto che ¢(p) = p — 1 per ogni primo p, e che
¢(n) < n per ogni intero n € N*. L’ultima affermazione & una riscrittura delle
proprieta appena dimostrate. U

Lemma 2.2.9 Si ha A = L*u o, equivalentemente, L = A * N.
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Dim. Le due relazioni sono evidentemente equivalenti in virtd della prima formula
di inversione di Mobius 2.1.11. Inoltre, se n ha la fattorizzazione canonica 1.1.4,
si ha

ko
(AxNp)( ZZlogpl—Zoc,logp, logn,
i=1r=1
poiché A ¢ diversa da 0 solo sulle potenze dei numeri primi. 0

Corollario 2.2.10 Si ha u-L = —ux A o, equivalentemente,

—Z,u(d)logd.
dn

Dim. Infatti, dato che /(n)logn = 0 per ogni n € N*, si ha

Z,u logd Z,u )logn — Z,u )logd
d|n d\n d|n

I(n)logn —Z,u )logd.
d|n 0

Teorema 2.2.11 (Ramanujan, Holder) La funzione di Ramanujan c,(n) definita
nella (2.2.1) qui sotto é una funzione moltiplicativa di q e si ha

def L /hn o q)()
WY e() = <<q,qn>) @) 2D

Dim. Siano g1, ¢» € N* tali che (g1,92) = 1. Per il Teorema 1.2.4 si ha Ly, gy =
{a2q1 +a1q2 mod q192: a1 € Z;,, az € Z3, }. Dunque

a1
qa 92
an | an
c < )zc (n)cy, (n)
(1142 alzl azzl q1 (]2 qi q92 )

cioe ¢, € M. Perla (1.2.3) siha
def xu [ hn 4. ran
=Y e() =X Ye(5) =X, (2.2.2)
=1 94 dlg a=1 dlq
Inoltre f,(q) =0se gfned f,(q) = g se g | n. Per la prima formula di Mbius

2.1.11 Z#( )i <an>: y M@)d

d|q,d|n
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o.1111rrr111111111111711111171111114
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-0.001001001001001001001001001001...
.000010000100001000010000100001...
.0000010000010000010000010000071 ...
.000000000100000000010000000001...
.0000000000000010000000000000071 ...
.000000000000000000000000000001...
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Figura 2.3: La formula di Gandhi 2.2.12 “corrisponde” a fare un crivello con i
fattori primi di P,, scrivendo in binario le quantita u(d)/(2¢ — 1) e sommando in
colonna, bit per bit. Si veda il Principio di Inclusione—Esclusione 5.1.2.

Prendiamo ¢ = p® dove p & primo, & > 1, e pP = (¢,n), con 0 < B < o La tesi &

ora 5
o
Y u(p* ) pY =p(p"P) L;_%
v=0 q)(p )
e questo si vede facilmente distinguendo vari casi: se o > [ + 2 entrambe le
espressioni valgono 0. Se o = B+ 1 entrambe valgono —p®~! e se o = B valgono
(I)(p“). O

Si noti che nel caso (n,q) = 1 il Teorema 2.2.11 si riduce a c,(n) = u(q),
che quindi ¢ indipendente da n. Quest’ultima affermazione si puo giustificare
facilmente se osserviamo che in questo caso (come abbiamo gia fatto nella dimo-
strazione del Teorema 1.6.4) 1’applicazione 4 — hn~! & ben definita modulo g e
lascia invariata la somma che definisce ¢, (). Sfruttando poi il fatto che ¢, € 90,
¢ sufficiente determinare cpa (1), che lasciamo come esercizio.

Torniamo di nuovo alla questione delle “formule” per i numeri primi discussa
nel §1.7, dimostrando una relazione che permette, in linea di principio, di calco-
lare iterativamente tutti i numeri primi. In pratica, naturalmente, questo procedi-
mento risulta pid oneroso del Crivello di Eratostene discusso nel §5.1: infatti, la
somma S,, definita sotto contiene 2" addendi, che € necessario calcolare con una
precisione di almeno nlogn cifre binarie. Per questo motivo, la sua complessita
computazionale la rende inutilizzabile.

Teorema 2.2.12 (Formula di Gandhi) Sia p,, [’'n-esimo numero primo. Poniamo
P,:=p1-p2---pn. Allora per n > 0 si ha

(34 40|

d\P,

Pn+1 =
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Dim.Pern=0sihaPy=1e quindi la formula da p; =2. Pern > 1siha

Sndif22d—1 XY Su zkd - Zzimzu(d)_ 221’" ((m.F2)

d|P, k>1d|P, m>1%" dm m>1
dlP,

dove I ¢ la funzione identita. Ma (m,P,) = 1 se e solo se m = 1 oppure tutti i
fattori primi di m superano p,. Dunque

1 1

- 2 + 2pn+l

S, = +...

In particolare se n > 1

1 1 <, 1 1 ] 1 1 1 1 2
—‘1'—7L <2+2p . +2+22+23+ §+2Pn+1'

Da questo segue che

1
1 =108y (S0 =3 ) € (Pt Pt +1)

che implica la tesi. La Figura 2.3 illustra il caso n = 3 della dimostrazione. 0

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che se n = x% —|—x% = y% —|—y% con 0 <x1 <y1 <yz<xp,allorae
possibile determinare due fattori non banali di .

¢ 2. Utilizzando il Teorema 2.2.1 con p =5 ed n = 5%, si dimostri che

4
limsupM > —.
n—+4e logn — log5

¢ 3. Procedendo come nella dimostrazione del Teorema di Gauss 2.2.2, si dimo-

stri che
(€Y ) = Vit 4+ 0 (x-/72),

n<x

dove V; indica il volume della sfera unitaria di R*.

¢ 4. Si sfrutti il Teorema di Landau 2.2.3 per dimostrare che
mgxrg(n) > y/ Klogx(1+4o0(1)),
n<x

dove K ¢ la costante nel Teorema. Suggerimento:

Y ra(n) < <maxr2( )) R ().

<x
n<x =
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¢ 5. Dato n € N* determinare |{(x,y) € N?: n =x* —)?}|.

€ 6. Dimostrare che d(n) & dispari se e solo se n = m?.

& 7. Per k € N* si ponga dj := Ny * --- x Ny, dove ci sono k fattori (e quindi
dr = d). Dimostrare che d;, € 9 e che d; (po‘) = (aﬁfl).

¢ 8. Usare la formula di Euler—Maclaurin A.1.2 per dimostrare che esistono a,
b, ¢ € R tali che ¥, d3(n) = x(alog”x+ blogx+c) + O(x*/3logx).

¢ 9. * (Euclide-Eulero) Il numero n € N si dice perfetto se 6(n) = 2n, cioe se n
¢ uguale alla somma dei suoi divisori propri. Dimostrare che n ¢ un numero
perfetto pari se e solo se esiste un numero primo p tale che M, =27 —1¢
primo ed inoltre n = 27~ 'M »- Non si sa se esistono numeri perfetti dispari.

¢ 10. Determinare tutti gli n € N* per cui ¢(n) #Z 0 mod 4 e quelli per cui ¢(n) | n.
¢ 11. Dimostrare che ¢(n) # 14 per ogni n € N*.
& 12. Sapendo che u(n) # 0 e conoscendo ¢(n)n~!, determinare 7.

¢ 13. Dimostrare che d(n) = Q. ((logn)?) (Teorema 2.2.4) dando una minora-
zione per d(n!): fissato m tale che w(m) > A, per n grande si ha d(n!) >
(n/p1)---(n/pm) = c(m)n™™ poiché I’esponente di p; nella fattorizzazio-
ne canonica di n! vale almeno |n/p;| > n/p;— 1. Inoltre log(n!) ~ nlogn
per la formula di Stirling A.3.2.

€ 14. Determinare cpo (1) sfruttando I’identita (2.2.2).

¢ 15. Dimostrare che (L*No)(n) = 1d(n)log(n).

Riferimenti. Funzione r,: Teoremi 336 e 337 di Hardy & Wright [65]. Teorema di
Gauss 2.2.2: Hardy & Wright [65] Teorema 339. Teorema di Landau 2.2.3: I’articolo
originale & Landau [94]. Si vedano anche Hardy [61] §§4.4—4.7 per una breve descrizione
della dimostrazione, oppure Landau [96] §§176-183 per i dettagli. Altri problemi di
natura simile ai Teoremi 2.2.2 e 2.2.3 si possono trovare in [61] Cap. 5, ed in Hardy &
Wright [65] §§18.2-18.7. Per I’Osservazione di Eulero 2.2.7 si veda Shanks [162] §27,
pag. 70. Il Lemma 2.2.11 ¢ il Teorema 272 di Hardy & Wright [65]. Per la formula di
Gandhi 2.2.12 si veda Gandhi [40], Golomb [51], Vanden Eynden [167].
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2.3 1l prodotto di Eulero

Ricordiamo che, per definizione, il prodotto infinito

H(l-l—an)— hrn H 1 +ay)

n>1 n<N

¢ convergente se il limite in questione esiste ed ¢ un numero complesso diverso
da 0, con la condizione supplementare che a, # —1 per ogni n > 1. Per i prodotti
finiti non c’¢ una convenzione analoga. Per questo motivo dobbiamo dare una
versione del prossimo enunciato in un modo apparentemente un po’ bizzarro.

Teorema 2.3.1 (Prodotto di Eulero) Sia f € 9N una funzione aritmetica molti-
plicativa tale che ¥~ | f(n)| sia convergente. Per ogni numero primo p poniamo

Fip)E o)+ () +F(p)+---=Y £(p"
v>1

Se F(p) # —1 per ogni numero primo p, allora vale ’identita

Y fm) =11 +F(p)), 2.3.1)
p

n>1

dove il prodotto ¢ esteso a tutti i numeri primi ed é assolutamente convergente. Se
esiste un numero primo py tale che F(po) = —1 allora la somma a sinistra nella
(2.3.1) vale 0. Infine, se f € IM* allora F(p) # —1 per ogni numero primo p e

Y fm)=T](1—r(p) "

n>1 p

Dim. Si ha f(1) = 1 poiché f & moltiplicativa. Poniamo

gdef Y f(n e P [T +F(p)). (23.2)

n>1 p<x

Poiché P ¢ prodotto di un numero finito di serie assolutamente convergenti, pos-
siamo moltiplicarle fra loro e riordinare i termini. Posto 4(x) :={n e N*: p|n=
p <x},siha

=) fln e quindi =) fln

neA(x) n¢ﬂl x)

Osserviamo che se n ¢ 4(x) allora n > x. Dunque

5P| < Z\f )| < Y |£(n)] =0

ngﬂ n>x



Capitolo 2. Funzioni Aritmetiche 53

quando x — +oo. La prima parte della tesi segue sia nel caso in cui F(p) # —1 per
ogni p primo sia se, viceversa, esiste un numero primo pg per cui F(pg) = —1,
perché allora P(x) = 0 per x > po. Nel solo primo caso, il prodotto converge
assolutamente poiché

NAOIES W WHESIES WD

p n>1 n>1

Se poi f € 9M*, allora f ( p") = f(p)" ed inoltre, per I'ultima disuguaglianza,
|£(p)| < 1, altrimenti |f(p)| + |f(p)|> +--- divergerebbe. L ultima affermazione
segue dalla formula per la somma di una progressione geometrica.

Diamo anche una dimostrazione alternativa della prima parte. Per la conver-
genza assoluta possiamo raggruppare tutti gli interi che sono divisibili per la stessa
potenza di 2: sfruttando la moltiplicativita otteniamo

Y=Y Y im=Y ¥ f@m=(¥r2)) ¥ rim

n>1 v>0 n>1 v>0 m>1 v>0 m>1
2Y||n 2tm 2fm

Analogamente, nell’ultima somma a destra raggruppiamo tutti gli interi che sono
divisibili per la stessa potenza di 3:

Y rn)=(1+F2) Y, Y f)=01+FQ)(1+FQ3)) Y. f(m).

n>1 v>0 n>1 m>1
24n,3Y||n (2:3,m)=1
Iterando lo stesso ragionamento per i primi k numeri primi p; =2, ..., px, si ha
k
Yo =(T10+F@)) ¥ fm). (2.3.3)
n>1 j=1 m>1
plm=-p>py

Notiamo che nel caso in cui esiste un numero primo py tale che F(pg) = —1 la

tesi segue immediatamente. In caso contrario, si ha evidentemente

D YN COESIES WG] (234)
m>1 n>pk
plm=>p>pi

da cui, sempre per la convergenza assoluta, si ha la tesi poiché

li =1. 235
Jim m; f(m) (2.3.5)
plm=p>py
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In generale, la (2.3.3) e la (2.3.5) mostrano che la serie dell’enunciato puo
annullarsi solo se si annulla uno dei fattori. Puo essere interessante notare che le
due dimostrazioni proposte privilegiano diversamente le strutture additiva e mol-
tiplicativa dei numeri naturali: nella prima si dimostra che S — P(x) = o(1), nella
seconda che S = P(x) (14 0(1)), dove P(x) & definito nella (2.3.2). Notiamo infine
che a destra nella (2.3.3) ¢ presente un parametro, k che a sinistra non c’e.

Esercizi.

¢ 1. Sidimostri che I’ipotesi di convergenza assoluta nell’enunciato del Teorema
2.3.1 & necessaria, prendendo f(n) = u(n).

Riferimenti. Prodotto di Eulero 2.3.1: Apostol [5], Teorema 11.6 oppure Ingham [84],
§1.6. Definizione e proprieta dei prodotti infiniti: Titchmarsh [165], §1.4-1.44; per il
prodotto di serie assolutamente convergenti, ibidem, §§1.6—1.65.

2.4 Serie di Dirichlet formali

Vogliamo brevemente motivare 1’introduzione del prodotto di Dirichlet: per que-
sto parliamo delle serie di Dirichlet formali associate a successioni di numeri com-
plessi. Naturalmente ¢ possibile studiare questo genere di funzioni utilizzando le
tecniche dell’analisi complessa, ma qui parliamo solo dell’aspetto formale che
puo essere utilizzato per introdurre le funzioni aritmetiche (alcune relazioni risul-
tano in effetti piu facili da comprendere), ma vedremo nel Capitolo 6 che le serie
di Dirichlet sono molto piu utili nello studio dei numeri primi se introdotte nel
loro appropriato contesto analitico.

Definizione 2.4.1 Data una qualsiasi successione (an)nen+ a valori in C, definia-
mo la serie di Dirichlet formale associata mediante

flo &y o (2.4.1)

n>1 n

La funzione f nella (2.4.1) si dice funzione generatrice della successione a,. E
chiaro che ¢ possibile studiare la successione a,, o meglio, la funzione aritmetica
an, € le sue proprieta a prescindere dallo studio di f e viceversa, ma vedremo nel
Capitolo 6 che in generale ¢ possibile studiare le due cose insieme. Questo tipo
di funzioni generatrici ¢ particolarmente adatto a studiare le funzioni aritmetiche
moltiplicative, come abbiamo visto all’inizio di questo capitolo, e soprattutto nel
Teorema di Eulero 2.3.1. Naturalmente non & I’unico tipo di funzioni generatrici
che si possono considerare, ed infatti nel Capitolo 7 vedremo un tipo di funzioni
generatrici completamente diverso, adatto ai problemi additivi.
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La serie di Dirichlet formale associata alla funzione aritmetical € Fy(s) =1, la
funzione che vale costantemente 1, mentre la serie di Dirichlet formale associata
alla funzione Np ¢ detta funzione zeta di Riemann e si indica con {(s) (cfr Capi-
tolo 6): in altre parole, tutti i coefficienti nella serie di Dirichlet per la funzione
€ sono uguali ad 1. Date due successioni (a,) e (by) si riconosce senza difficolta
che, dette f e g le serie di Dirichlet formali associate, si ha

(a*b)(n)‘

nS

f(s)g(s) =)

n>1

Infatti, raggruppando i termini con lo stesso valore del denominatore e trascurando
le questioni di convergenza,

oL L~ F BE Sk L5 2L

M

n>1 m>1 (nm)* d>1n>1 m>1

Q~|\/

che ¢ la tesi. In questo nuovo contesto, la maggior parte dei risultati del §2.1
sono del tutto evidenti: il fatto che il prodotto di Dirichlet commuti e sia associa-
tivo ¢ immediato. I Teoremi 2.1.9 e 2.2.4 sono equivalenti (almeno in parte) alle
uguaglianze

Z y(l’l) _ %, Z — e C(s)k _ Zl dk n

K
n>1 n

dove di(n) indica il numero dei modi in cui n puo essere scritto come prodotto di
k fattori e cioe dy = Ny * - - - x* Ny, con k fattori. Queste ultime possono essere facil-
mente giustificate in modo rigoroso per ¢ = R(s) > 1 sfruttando la convergenza
totale delle serie in questione nei semipiani R(s) > 1+ §, per ogni J positivo fis-
sato (cfr il Teorema 6.2.2). E semplice verificare la prima formula di inversione
di Mobius 2.1.11: infatti

1
&(s)

cioe f = gxpuse e solose g = f*Np. Inoltre il Lemma 2.2.9 equivale a

£(s) = g(s)- seesolose  g(s) = F(s)C(s).

o1
_Z(s> =(-¢ (s))@

dato che
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Ci limitiamo ad osservare che affinché la serie a destra della (2.4.1) converga
in qualche insieme & necessario e sufficiente che a, = O(n¢) per qualche ¢ € R
fissato, e che la conoscenza di opportune proprieta analitiche della funzione f
permette di determinare una formula asintotica per )., <, .

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che ) ,~;a,n™° converge in qualche insieme se e solo se esiste
¢ € R tale che a, = O(n®), e quindi la serie converge assolutamente per
c>c+1.

Riferimenti. Si veda il Cap. 17 di Hardy & Wright [65], in particolare i §§6-7.

2.5 Problemi aperti

Posto

o

E1(x) ¥ D(x) — xlogx — (2y— 1)x,

Ex>(x) ¥Ry (x) — mx,

nei Teoremi 2.2.2 e 2.2.4 abbiamo visto che E;(x) = O(xl/z) peri=1, 2. Que-

sti risultati sono stati migliorati ed ora ¢ noto che Ej(x) = O(x139/ 429+¢) ¢ che

E>(x) = O(x%/1%8) Hardy ha dimostrato che E; (x) = Q. (x'/4) e lo stesso vale
per E»(x). Per i risultati pit forti (che sono complicati da enunciare) si rimanda ai
libri di Ivi¢ [85] e Titchmarsh [164].

Per s, k € N* si definisca ry(n) := [{(x1,...,%) € N: Xk + .- + 2K = n}|.
Waring nelle Meditationes Algebraicee [171] del 1770 si chiese se dato k > 2
esiste s = s(k) tale che ry;(n) > 0 per ogni n € N. Il minimo s possibile si indica
tradizionalmente con g(k). Hilbert ha dimostrato che g(k) < e per ogni k > 2, ed
oggi si conosce il valore esatto di g(k) per ogni k > 2, e si sa che

<2 ()] ()] 2

Il punto ¢ che il valore di g(k) & enormemente gonfiato dagli interi relativamente
piccoli che richiedono un valore di s piuttosto grande. Si definisca quindi G(k)
come il minimo intero s tale che esiste Cy = Cy(k) tale che ryx(n) > 0O per ogni
n > Cp. In altre parole, rG(k)J((n) > 0 per ogni n sufficientemente grande, mentre
rG(k)_Lk(n) = 0 ha infinite soluzioni. Il valore di G ¢ noto solo per k =2 e per k =
4 (G(2) =4 e G(4) = 16) ed ¢ relativamente facile dimostrare che G(k) > k+ 1.

Teorema 2.5.1 (Wooley) G(k) < k(logk+loglogk+ O(1)) per k — +oo.

Riferimenti. Titchmarsh [164] Cap. 13 e relative note, oppure Ivi¢ [85] §13.2, 13.8 ¢
Note. Problema di Waring: Vaughan [168], Ellison [33], Wooley [175].



Capitolo 3

Distribuzione dei Numeri Primi

Questo Capitolo ¢ dedicato principalmente alla dimostrazione del Teorema dei
Numeri Primi 3.1.3 facendo uso esclusivamente di tecniche “elementari,” e cioe
senza I’analisi complessa: questo significa che i risultati che saremo in grado di ot-
tenere sono piud deboli di quelli che dimostreremo nel Capitolo 6, ma € comunque
interessante dare una dimostrazione relativamente semplice di fatti importanti.

La prima parte del Capitolo ¢ dedicata ai risultati di Chebyshev e di Mertens,
che sono conseguenze quasi immediate del Teorema dei Numeri Primi: evidente-
mente ¢ importante notare che possono essere dimostrate anche direttamente. Poi
passeremo alla dimostrazione elementare del Teorema dei Numeri Primi dovuta
a Selberg [160] ed Erdds [35] (1949): la dimostrazione originale di Hadamard e
de la Vallée-Poussin (che hanno lavorato indipendentemente su una traccia lascia-
ta da Riemann nel 1859 [153]) ¢ del 1896 e nel mezzo secolo fra i due risultati
molti matematici si sono sbilanciati nell’ affermare che una dimostrazione elemen-
tare era impossibile. La recensione di Ingham [83] dei lavori di Selberg ed Erd6s
spiega dettagliatamente le somiglianze formali fra le due dimostrazioni, quella
“elementare” da un lato e quella “analitica” dall’altro.

3.1 Risultati elementari

Definizione 3.1.1 (Funzioni di Chebyshev) Per x > 1 poniamo

1S Y 1={p<sll, 0WE Ylogp, wx=EY A®).

p<x p<x n<x

Vedremo subito nel §3.2 che la funzione m(x) & dell’ordine di grandezza di
x/logx (e quindi che I’n-esimo numero primo p, & dell’ordine di nlogn), mentre
le funzioni 0 e y differiscono fra loro di poco (Lemma 3.2.4). Il “peso” log p con
cui contiamo i numeri primi in 6 (ed il peso A(n) con cui contiamo le potenze

57
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2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 &9
97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151
157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223

227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359
367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433
439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503
509 521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593
599 601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659
661 673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743
751 757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827
829 839 853 857 859 863 877 881 883 887 907 911
919 929 937 941 947 953 967 971 977 983 991 997

Figura 3.1: I numeri primi fino a 1000.

dei primi in ) bilancia esattamente la rarefazione dei primi, come dimostra il
Teorema di Chebyshev 3.2.2. In definitiva, le tre funzioni 7t(x)logx, 8(x) e y(x)
sono “‘equivalenti,” almeno in prima approssimazione. Nel Capitolo 6 spieghe-
remo perché la funzione y, anche se apparentemente artificiale, ¢ in realta la pid
naturale delle tre: per il momento ci limitiamo ad osservare che y(x) ¢ il logaritmo
del minimo comune multiplo di tutti gli interi fra 1 ed x.

Osserviamo che il Corollario 1.1.8 implica che tutte queste funzioni diver-
gono per x — oo, ed anche che limsup7(x)(loglogx)~! > 0, ma, per esempio,
7(1000) = 168, mentre loglog 1000 < 2. Vogliamo ottenere informazioni pid pre-
cise: il nostro obiettivo non ¢ tanto quello di ottenere una formula esatta per 7,
0 o y come quelle discusse nel §1.7, quanto una formula che ci permetta di ap-
prossimare ciascuna di queste funzioni con una funzione “semplice” pid un resto
sufficientemente piccolo. Formule di varia natura sono state congetturate da Le-
gendre, Gauss, Riemann: si consulti I’ Appendice B per un confronto numerico fra
le varie approssimazioni proposte. Si consultino anche le Tavole II e III di Rosser
& Schoenfeld [156], che contengono valori numerici approssimati (con 10 cifre

decimali) delle funzioni y(x), Zpgxp’l, Zpgx(logp)p’l e [T<xp(p— 1)1, per
x fra 500 e 16000, e di y(x) —6(x) per x < 50000, con 15 cifre decimali.

Definizione 3.1.2 Per x > 2 definiamo la funzione logaritmo integrale per mezzo
della relazione

hm (3.1.1)

1—¢
e—>0+ / 1+e logt



Capitolo 3. Distribuzione dei Numeri Primi 59

I I I I I I I I I |

I I I I I I I I I I

I I I I I I I I I I

I | | | | | I I J |

***** [t Bttt Sttt it At el M I S|

I I I I I I I I I I

I I I I I I I I I |

| | | | | | | | | *

,,,,, o0 LU ___ o ___a____L___y o ___1

| [ [l | | [ | | o |

I I I I I I I I I I

I I I I I I I | — I

I I I I I I I I I I

,,,,, G

I | | | | | | I | |

I I I I I I | e—— I I

I I I I I I I I I I

I I I I I | lo— I I I

77777 e B e i e e i B B

I I I I I I -—t I I I

I I I I I I I I I I

I I I I I —— | I I I

I | | | ! | | | | |

77777 e 2 (Y I |

I I I I I I I I I I

I I I I | e—— I I I I

I I I I I I I I I I

,,,,, L ____ Y & L ___l____1____1

I | | | | | | I | |

| | | [ | | | | |

I I I | I I I I I I

I I I > I I I I I I

77777 2

I I | ] I I I I I I

I I — | I I I I I I

I I | I I I I I I I

I | r I I I I I I I

***** I~ A e—==T- """~ -1 - - r----m---a----1

I | I I I I I I I I

I o I I I I I I I I

I - I I I I I I I I

,,,,, Ve— |\ ____ L ___ L _ L]

{ i T i i i i | i i

1> I I I I I I I I I

b | | | | | | | | |

1 I I I I I I I I I
o

L L L L L L L

Figura 3.2: 1l grafico di 8(x) e di x per x € [0, 100].

Scopo principale di questo Capitolo ¢ la dimostrazione di una forma debole del
seguente risultato, che si chiama Teorema dei Numeri Primi: ¢ stato congetturato
da Gauss alla fine del Settecento, ma ¢ stato dimostrato solo un secolo piu tardi.

Teorema 3.1.3 (Hadamard-de la Vallée-Poussin) Esiste una costante ¢ > 0 ta-
le che per x — 4o si ha

nn(x) =1li(x) + O(xexp {—c(logx)3/5(loglogx)*1/5 }) .

In questo Capitolo ci limiteremo a dimostrare che 7(x) ~ li(x) ~ x/logx quan-
do x — +oo. Nel Capitolo 6 daremo i punti essenziali della dimostrazione di una
versione con termine d’errore O(x exp{ —c(logx) 1/ 2}) , che ¢ leggermente piu de-
bole di quello nel Teorema 3.1.3. Si vedano i1 Capitoli 7-18 del libro di Davenport
[22]. Per poter confrontare il risultato t(x) ~ x/logx con il Teorema 3.1.3, osser-
viamo che mediante integrazioni per parti ripetute ¢ facile mostrare che per ogni

¢ 5 n & Nfissato si ha

N n k! X
li(x) = long_ZO log)F + O"<—(1ogx)n +2). (3.1.2)
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Quindi in questo Capitolo dimostreremo che li(x) ~ x(logx) ™! ~ m(x). Nelle ap-
plicazioni, pero, ¢ estremamente importante avere informazioni pid precise sulla
quantita mt(x) —li(x). Si vedano i commenti nel Capitolo 6.

Legendre fu il primo a fare congetture sulla distribuzione dei numeri primi, ed
in particolare sull’andamento della funzione 7: formulata in termini moderni, la
sua congettura prende la forma

X
m(x) = logx—A+o(1)’
Questa congettura puo essere scritta in un’altra forma equivalente, e cioe
X X
n(x) = logx +(A+o0(1)) (logx 2"
Se il termine con k = 1 nello sviluppo (3.1.2) ¢ rilevante, allora A vale 1, e la
congettura di Legendre ¢ falsa. In realta possiamo dimostrare la falsita della con-
gettura di Legendre senza usare neppure il Teorema dei Numeri Primi: ce ne
occuperemo alla fine del §3.3.

Gauss invece congetturo la validita del Teorema dei Numeri Primi con termine
principale li(x), ma senza dare indicazioni precise sul termine d’errore.

Il termine d’errore nell’enunciato del Teorema dei Numeri Primi 3.1.3 pro-
babilmente non ¢ ottimale: in effetti si congettura che sia, sostanzialmente, del-
I’ordine di grandezza della radice quadrata del termine principale. Si tratta della
Congettura di Riemann.

dove A =1.08366... (3.1.3)

Congettura 3.1.4 (Riemann) Per x — + si ha
n(x) = li(x) + O(x'*logx).

Nei prossimi paragrafi otterremo dei risultati approssimati sempre pid precisi:
per la maggior parte sono conseguenze immediate del Teorema dei Numeri Primi,
ma noi le useremo come base per la dimostrazione “elementare.”

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che y(x) =1log[1,2, ..., [x]].
¢ 2. Dimostrare che se p & primo e p* || n!, allora

“=L L%} Spil'

r>1

¢ 3. Con quante cifre O termina la rappresentazione decimale di 1000! ?

¢ 4. Senza usare il Teorema dei Numeri Primi 3.1.3 dimostrare che daton € N ¢
possibile trovare n interi consecutivi non primi.

¢ 5. Dimostrare per induzione la formula (3.1.2).
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3.2 1 Teoremi di Eulero e di Chebyshev

Teorema 3.2.1 (Eulero) La serie e il prodotto seguenti sono divergenti:

1 1\~
roo I(i-) -
4 5 p
Dim. Sia f, € 9* con fi(p) := p~! se p <x, fi(p) := 0 se p > x. In sostanza
poniamo f,(n) := n~! se n non ha fattori primi > x, e poniamo f,(n) := 0 in caso
contrario. Poiché fy ¢ completamente moltiplicativa, per il Teorema 2.3.1 si ha

~1
def 1 1
P(x)érI(l__) :fo(”): Z -
p<x p n>1 neA(x)
dove ]
/‘Zl(x)dé{nEN*: pln=p<x}.

Quindi n € 4(x) per ogni n < x, e, per il Teorema A.4.1 nel caso k = —1, si ha

1
P(x) > ), — =logx+y+ o(x1).

n<x

Inoltre per 0 <y < % siha —log(1—y)=y+ O(yz), e quindi

1 1 1
~—=—Ylog(1-=)+0( Y =
£i--gue(1i-))vo(L )

=logP(x) + O(1) > loglogx+ O(1),

che implica la tesi in una forma quantitativa piuttosto forte. U

Questa dimostrazione ¢ importante perché lega un fatto analitico (la divergen-
za della serie armonica) ad una proprieta dei numeri primi. [ Teoremi 3.3.4 ¢ 3.3.6
mostrano che le minorazioni ottenute sono dell’ordine di grandezza corretto.

E importante notare che questo risultato di Eulero non solo dimostra che esi-
stono infiniti numeri primi, ma da anche delle indicazioni numeriche sulla loro
densita: infatti notiamo che le serie dei reciproci delle potenze di 2, o la somma
dei reciproci dei quadrati perfetti sono entrambe convergenti. Quindi, in un senso
non molto preciso, possiamo dire che i numeri primi sono pid numerosi dei qua-
drati perfetti. Notiamo anche che, per il criterio integrale per la convergenza delle
serie (vedi Lemma A.1.3) la minorazione ottenuta nel corso della dimostrazione
suggerisce che p, ~ nlogn: infatti

)}

n>2
nlogn<x

1 x/logx 1

~ )
n=2

~ loglogx.

nlogn nlogn
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Teorema 3.2.2 (Chebyshev) Posto

m(x)1 0
As & Jim ing T108% 2o & Timing 2 A& Timing Y
x—4o0 X x—4oo X X—too X
T(x)1 0
Aq ©f Jim sup M , Y ©f Jim sup ﬁ , A3 ©f Jim sup M ,
X—> oo X X—> oo X X—>—+o0 X

sthahi =M =A3 e Al = Ay = As.
Dim. Si ha banalmente 6(x) < y(x) ed inoltre per x > 1

v = Y Am = Y logp=Y [{meN: p" <x}|logp

n<x p<x p<x
logx}
= logp <logx ) 1=m(x)logx.
Z e L

Questo dimostra che A < Az < Aq e che Ay < Az < Aj. Inoltre si ha

0(x) > Y logp> (n(x) —7(y))logy (3.2.1)

y<p=x

per ogni y € (1,x], da cui ricaviamo w(x) < w(y) 4 6(x)/logy e quindi, ricordando
che mt(y) <y,

7(x)logx < 0(x) logx N n(y)logx < 0(x) logx N ylogx‘

< < (3.2.2)
X x logy X x logy X

Le disuguaglianze A; <A, e A < A; seguono scegliendo y = x(logx) 2. O

E necessario prendere y abbastanza grande da rendere significativa la mino-
razione (3.2.1), ma non troppo grande perché non domini il termine all’estrema
destra nella (3.2.2). Le condizioni sono (logy)/logx — 1 ed y = o(x/logx) quan-
do x — +oo. In alternativa, scelto y = x* con o < 1, si ricava oA < A, per ogni
o < 1, e quindi A} < A;.

Chiameremo A* e A* rispettivamente i valori comuni di questi limiti. Cheby-
shev fu il primo a dare disuguaglianze esplicite per A* e A*, e dimostrd che se
esiste il limy_ 4 (7(x)logx) /x allora valgono entrambi 1: si veda il Corollario
3.35.

Teorema 3.2.3 (Chebyshev) Si halog2 < A* < A* <2log?2.

Dim. Consideriamo la successione
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E chiaro che 0 < I,, < 4", poiché la funzione integranda & positiva in (0,1) ed
ha un massimo in x = % Inoltre, poiché la funzione integranda ¢ un polinomio
a coefficienti interi, I,, € Q", e i denominatori che compaiono nello sviluppo
esplicito dell’integrale sono tutti < 2m + 1. Dunque I,expy(2m+ 1) € N*, e
quindi 7, expy(2m+ 1) > 1. Da quest’ultima relazione ricaviamo

v(2m+1) > logl, ' > 2mlog2

da cui
y(2m+1) > (2m+1)log2 —log2.

Inoltre

y(2m+2) S y(@2m+1) (1_ 1 )
2m+2 — 2m+1 2m+2
e la prima disuguaglianza segue immediatamente passando al minimo limite.
Per dimostrare la seconda disuguaglianza, consideriamo il coefficiente bino-

miale M = (*N1). Poiché M compare due volte nello sviluppo di (1 + 1)>V*1,

si ha 2M < 22N*1 da cui M < 22N, Osserviamo che se p € (N +1,2N + 1] al-
lora p | M, poiché divide il numeratore del coefficiente binomiale, ma non il
denominatore. Questo ci permette di concludere che

02N +1)—8(N+1) <logM < 2Nlog2. (3.2.3)

Supponiamo di aver dimostrato che 0(n) < 2nlog2 per 1 <n <np— 1, osservando
che questa relazione ¢ banale per n = 1, 2. Se ng > 4 & pari allora 0(ng) = 0(ng —
1) <2(ng—1)log2 < 2nglog?2. Se ng ¢ dispari, ng = 2N + 1 e quindi
0(ng) =0(2N+1)=0(2N+1)—6(N+1)+6(N+1)
< 2Nlog2+2(N+1)log2 =2nglog2,

per la (3.2.3) e per I'ipotesi induttiva, ed il Teorema segue. U
Integrando |k| volte per parti, si dimostra facilmente che per |k| < m si ha

m!?

In = o ) 1m0

1
/ (1 — )R d, (3.2.4)
0

Prendendo k = m si ha I, = m!2(2m +1)!7!, e dunque in effetti anche la di-
mostrazione della prima disuguaglianza dipende da considerazioni relative ad
opportuni coefficienti binomiali. Inoltre, ripetendo la dimostrazione con il po-
linomio p(x) := x*(1 — 2x)?(1 —x)* si ottiene la limitazione A* > 1log5, ed &
possibile ottenere limitazioni ancora pid precise con altri polinomi, ma non che
A* > 1. Osserviamo che la formula di Stirling (A.3.2) da la relazione I, 1
221! 22=1/2(1 4 O(m™')), ma questa non da informazioni pid precise. In-
fine, I,, = B(m+ 1,m+ 1) dove B ¢ la funzione Beta definita nell’ Appendice A.2,
e la (3.2.4) segue immediatamente dalle proprieta indicate nell’ Appendice.
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Lemma 3.2.4 Per x — +oo si ha
W)~ 6(x) = O(x'/%).
Dim. Per il Teorema 3.2.3 si ha 6(x) = O(x), e dalla definizione & chiaro che
y(x) = 0(x) +9(x1/2) +G(xl/3) 4

Osserviamo che se m > mg := [(logx)/log?2] allora x!/m < xllog2)/logx — 3 ¢ che
0(x) = 0 per x < 2. Quindi possiamo scrivere la differenza y(x) — 6(x) nella forma

mo
0x1/2)+ 35 0(x/7) = 0(x12) + 0o loga).
m=3

e la tesi segue osservando che my = O(logx) = O(x1/6/logx). O

Si noti che il Teorema 3.2.3 implica che 6(x) > x(log2+o0(1)), e quindi la sti-
ma del Lemma 3.2.4 ¢ evidentemente ottimale, a parte per il valore della costante
implicita nella notazione O(-). Questo risultato, inoltre, fornisce una dimostrazio-

ne alternativa delle uguaglianze Ay = A3 € Ay = A3, nella notazione del Teorema
di Chebyshev 3.2.2.

Corollario 3.2.5 Si ha n(x) = O(x/logx).

Questo significa che “quasi tutti” gli interi sono composti, il che ¢ ragionevole
perché gli interi grandi hanno una probabilita bassa di essere primi.

Esercizi.
¢ 1. Dimostrare per induzione la formula (3.2.4).

¢ 2. Dimostrare che y(x) > %xlogS + O(1) utilizzando il polinomio f(x) =
x*(1 —2x)%(1 — x)* nella dimostrazione del Teorema 3.2.3.

¢ 3. * (Postulato di Bertrand) Dimostrare che 7(2x) — (x) > 0 per ogni x > 2.

Riferimenti. Teorema di Eulero 3.2.1: Ingham [84], §1.2. Storia del Teorema dei
Numeri Primi 3.1.3: Goldstein [43] da anche una breve descrizione della dimostrazione
analitica. Si vedano anche Bateman & Diamond [7], Granville [54], [53]. Congettura
di Legendre: Pintz [138]. Per I’andamento numerico delle funzioni 7, © e y e la bonta
delle varie approssimazioni: Rosser & Schoenfeld [156] e Deléglise & Rivat [23], [24].
La minorazione nel Lemma di Chebyshev 3.2.3 ¢ tratta da Nair [131], [130]. Per ulteriori
considerazioni al riguardo, si veda Montgomery [122] Cap. 10. La maggiorazione nello
stesso Lemma ¢ quella del Teorema 415 di Hardy & Wright [65]. Si veda anche Ingham
[84] §§1.4-1.5.
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3.3 Le formule di Mertens

Teorema 3.3.1 (Prima formula di Mertens) Per N — +oo si ha

A
) ﬂ:logN+ o(1). (3.3.1)
n<N "

Dim. Per la formula di Stirling A.3.2 abbiamo logN! = Nlog N+ O(N). Scrivendo
la fattorizzazione canonica di N! ed utilizzando I’Esercizio 3.1.2, si trova

NA(n)

logN!= )° {Ek] logp=Y {]X} Aln) =Y, + O(y(N))
ph<n LP n<n LT n<N
=) Z%WW(N),

per il Teorema 3.2.3; la tesi segue confrontando le due espressioni per logN!. [J
Teorema 3.3.2 (Seconda formula di Mertens) Per N — +oo si ha

1
Y £ _iogN+0(1), (3.3.2)
P<N

Dim. E una conseguenza immediata della prima formula di Mertens (3.3.1). Infatti

A(n lo lo lo
ZL_ZﬂS Z( g2p+ g3p+...)

n<N n pSN p péN p p
1 1
_ Z ogp < Z ogn
pgNP(p_l) nzz”(n_l)
e I’ultima serie ¢ convergente. U

Teorema 3.3.3 (Terza formula di Mertens) Per N — +oo si ha
Ny(t
/ gdt —logN + O(1). (3.3.3)
1

Dim. Per la formula di sommazione parziale (A.1.3) con a, = A(n) e 0(t) =17,

si ha
Z A(n N
n<N ‘(l ) WE\]]V) /l \Vt(zt) dt’

e il risultato voluto segue dal Teorema 3.2.3 e dalla formula (3.3.1). U
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Teorema 3.3.4 (Formula di Mertens per i primi) Esiste una costante B € R ta-
le che per N — +oo si ha

1
Y — =loglogN+B+ O((logN) ™). (3.3.4)
p<N

Dim. Poniamo R(N) := Y <y p~'logp —1logN. Per la seconda formula di Mer-
tens (3.3.2) si ha R(N) = O(1). Quindi, per la formula di sommazione parziale
(A.1.3)cona, = (log n)/n se n & primo, e 0 altrimenti, ¢(¢) = (logt) !, otteniamo

log p N logp dr
Yo=Y 2 [Ty

NP logNP<N p 2 4= p t(logt)?

1 N1 R
=140 +/ logt +R(1) ,,
logN > t(logt)?

=1+ 0((logN)~ ") +loglogN —loglog2

[ <f>gz>2 d’w(/;w <lodgtz>2)
R(1
t(logt)?

dove gli integrali impropri convergono poiché R(N) = O(1). O

= loglogN + 1 —loglog2+/ dr + O((logN) ™),

Corollario 3.3.5 (Chebyshev) Nella notazione del Teorema 3.2.3, siha A* <1 <
A*. Dunque, se esiste il
7(x)logx

lim ,

X— o0 X
allora vale 1.

Dim. Sia € > 0 e sia N > Ny(€). Per la formula di sommazione parziale (A.1.3)
con a, = 1 se n & primo, e 0 altrimenti, ¢(¢) = t~! siha

ny /N“(>dt>(x —et (1))/N I (0~ 2€) loglogN
p;;v;_ 2 12 ¢ 2 tlogt ~ OB 108V

Analogamente, la somma qui sopra non supera (A* + 2¢)loglogN, e la tesi segue
dal Teorema 3.3.4. O

Teorema 3.3.6 (Mertens) Per N — +o si ha

LA DL (3.3.5)
HN( E)‘logﬂ ((logzv>2)’ >

dove vy é la costante di Eulero definita dalla (A.4.1).
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Dim. Non ¢ difficile mostrare questo risultato con una costante positiva (non
esplicita) al posto di e~ Y. Infatti, dal Teorema 3.3.4 si ha

1 1
log (l — —) == —
1 1 1
SEPIEED 10 ML RNl D o
p<N p p m>2 mpm <p>Nm22 mpm)

= —loglogN +C + O((logN)*l).
Per ottenere il risultato completo ¢ necessario conoscere le proprieta delle funzioni
zeta di Riemann Gamma di Eulero: si vedano i riferimenti bibliografici. U

Usando la terza formula di Mertens (3.3.3), ¢ relativamente semplice dimo-
strare che la congettura di Legendre (3.1.3) non puo essere corretta.

Teorema 3.3.7 Se esistono A, B € R tali che

X X
=A—+ (B 1 3.3.6
() = A (B+o(1) s (33.6)
per x — oo, allora vale la relazione
y(x),0(x) =Cx+ (D+o(1)) (3.3.7)

logx

conC=A e D =B—A. Viceversa, se esistono C, D € R tali che valga la (3.3.7)
per x — +oo, allora la (3.3.6) vale con A = C e B= C+ D. Infine, se vale una
qualsiasi fra (3.3.6) e (3.3.7), alloraA=B=C=1e D =0.

Dim. E chiaro che le due relazioni nella (3.3.7) sono equivalenti a causa del Lem-
ma 3.2.4. Se vale la (3.3.6) allora, per la formula di sommazione parziale (A.1.3)
con a, = 1 se n & primo, 0 altrimenti, §(¢) = log¢,

0(x) = Z logp = m(x)logx — /;@dt

p<x

X xr A B+o(l)
:Ax+(B+o(1))@—/2 <logt+ Tog: T )dt

:Ax—i—(B—A%—o(l))é.

Viceversa, se vale la (3.3.7) allora, ancora per sommazione parziale con a, = 1 se
n & primo, 0 altrimenti, ¢(¢) = 1/logz,

v, 8 8@
o)=Y 1= @+/2 e

p<x
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X x xr C D+o(1)
B Clogx +(D+o(l)) (logx)? +/2 ((logt)2 * (logt)3 ) a

(logx)?’

X
=C—+(C+D 1
ogx T (CFD+o(1)

Infine, se vale la (3.3.7) allora

W g [1(C 4 Do)

12 t tlogt >dt:Clogx+(D+o(1))loglogx,

2

ed il risultato voluto segue dal confronto fra I’espressione a sinistra e la terza
formula di Mertens (3.3.3). ]

Le formule di Mertens (3.3.2) e (3.3.4) ed il Teorema di Mertens 3.3.6 danno
informazioni sulla “densita” dei numeri primi nella successione dei numeri natura-
li. Puo essere un buon esercizio sulle formule di sommazione del §A.1, dimostrare
le formule analoghe in cui somme e prodotti sono estesi a tutti i numeri naturali.
L’analoga della (3.3.4) ¢ ovviamente il Teorema A.4.1 con k = —1, mentre le altre
due diventano rispettivamente

Z 105” - %(Ing)z + O(logx), (3.3.8)
n<x
1 11 1
ZSInISx (1 _;) N m B ;+O()§> (3.3.9)

Inoltre ¢ importante notare che il Teorema dei Numeri Primi nella forma (che non

dimostreremo)
X X X
= o —— 3.3.10
() log x * (logx)? + ((10gx)3>7 ( )

(cfr la (3.3.6) con A = B = 1) permette di migliorare alcune delle formule di
Mertens: infatti, come nel Teorema 3.3.7, da questa deduciamo

n(r)

t

X

dt =x+ O(—), (3.3.11)

0(x) = n(x)logx — /2 (logx)?

e poi, per sommazione parziale (A.1.3) con a, = logn se n € primo, 0 altrimenti,
o(¢) =1, abbiamo

1 0 *O(t
o o0,
p<x P X 2 !

_ *dr “0(r)—t
=1 1 2 /-— /‘ d
+ O((logx) %)+ - + T t

=logx+c+o(1), (3.3.12)
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per un’opportuna costante ¢, poiché I'ultimo integrale puo essere esteso a tut-
ta la semiretta [2,+o0) e risulta convergente. Si osservi infine che, sempre per
sommazione parziale, ¢ possibile dedurre la (3.3.10) dalla (3.3.11).

E comunque importante sottolineare il fatto che il Teorema dei Numeri Primi
nella forma che abbiamo dimostrato ¢ equivalente alla (3.3.12).

Esercizi.
¢ 1. Dimostrare le formule (3.3.8)—(3.3.9).

€ 2. Dimostrare la disuguaglianza d(n!) > n™") /exp(0(n)). Utilizzando il Teo-
rema dei Numeri Primi nella forma “debole” (senza termine d’errore), la
Formula di Stirling A.3.2 e il Teorema 3.3.7, dimostrare che

log(d(N))(loglog(d(N)))?
limsup 2EA(Y)) (oglog@N))?
N—s+oo logN

¢ 3. Utilizzando il Teorema dei Numeri Primi e la successione N,;, = p1--- pm,
dimostrare che

fmsup RN loglog@(V)

N—soo logN
Riferimenti. Teoremi di Mertens (3.3.1)-(3.3.4): Hardy & Wright [65] Teoremi 424,
425, (22.6.1) e Teorema 427, oppure Ingham [84], §1.9. Teorema di Chebyshev 3.3.5:
vedi Ingham [84], §1.8 per una dimostrazione alternativa. Teorema 3.3.6: si veda Hardy
& Wright [65] Teorema 429, Ingham [84], §1.9. Pintz [138]. Diamond [26] elenca le
“equivalenze” elementari delle relazioni fra le funzioni di Chebyshev.

3.4 Le formule di Selberg

Le formule di Selberg sono importanti da punto di vista storico perché, una volta
scoperte, permisero quasi istantaneamente a Selberg [ 160] stesso e ad Erdés [35]
di dare una dimostrazione elementare del Teorema dei Numeri Primi 3.1.3, cioe
senza fare uso dell’analisi complessa. Si noti che i due addendi nelle formule di
Selberg, a posteriori, hanno lo stesso peso ~ xlogx.

Per dimostrare le formule di Selberg useremo una variante ad hoc della secon-
da formula di inversione di Mobius 2.1.12.

Lemma 3.4.1 (Iseki-Tatuzawa) Sia F: [1,+e0) — C una funzione qualsiasi e

G(x) o Z F (5) logx,

n<x
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allora

F(x)logx+ZF<n> =Y u(n) ( )

n<x n<x

Dim. Infatti abbiamo

Y umG (>) = Yum) ¥ F (- )log>

n<x n<x nm<x
X

=) F ( ) u(n)log—

R Rpee,
= ZF( )Z,u logx—logn)

d<x
= F(x)l F (-) A

logrt ¥ F () A@,
<x
per il Teorema 2.1.9 ed il Corollario 2.2.10. 0

Teorema 3.4.2 (Selberg) Per x — oo si hanno le seguenti relazioni equivalenti

Z A(n)logn+ Z A(n)A(m) =2xlogx+ O(x),

n<x nm<x

y(x)logx+ Z 7 (%) A(n) =2xlogx+ O(x).

n<x

Dim. Per la formula di sommazione parziale (A.1.3) con a, = A(n) e ¢(1) = logt
abbiamo

yle)
Z A(n)logn =y(x)logx— [ —=dt = y(x)logx+ O(x)
n<x 1 t

dal Teorema 3.2.3, ed inoltre

Y AmAm) =Y Am) Y Atm)= Y v (>) A

nm<x n<x m<x/n n<x

Dimostriamo dunque la seconda relazione: poniamo F(x) := y(x) —x+7vy+1
nel Lemma di Iseki—Tatuzawa 3.4.1, ed otteniamo

G(x) = ; {W(%) —g-l-'Y—i- l}logx.

Ma dalla formula di Stirling A.3.2 e dal Lemma 2.2.9 (oppure dal Metodo dell’I-
perbole 2.1.13 con f = A, F(x) = y(x), g = No, G(x) = [x] ed y = x) otteniamo

Yv(()=X ¥ Am=Y Y A(m) =Y logd

n<x n<xnm<x d<xm|d d<x
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= xlogx —x+ O(logx).
Inoltre dal Lemma A.4.1 con k = —1 otteniamo

Z al logx = xlog? x +yxlogx + O(logx),

n<x

e quindi, in definitiva, G(x) = O(logzx). Per il Lemma A.4.4 con k =2 ed il
Lemma 3.4.1, abbiamo

Lo ()

n<x

<E[o(3)|- o

n<x

Questo porta alla formula

F(x)logx+ Y F (%) An) = O(x), (3.4.1)

n<x

e si ottiene il risultato voluto ricordando che y(x) = O(x) per il Teorema 3.2.3. [J

Le formule di Selberg 3.4.2 sono alla base della dimostrazione elementare del
Teorema dei Numeri Primi 3.1.3. La parola “elementare” non deve trarre in in-
ganno: si tratta di una dimostrazione che non fa uso della teoria delle funzioni di
una variabile complessa, ma ¢ probabilmente meno chiara di quest’ultima, poiché
il procedimento di “estrazione” delle informazioni presenti nelle formule di Sel-
berg in media ¢ piuttosto oscuro. Una semplice ma importante conseguenza ¢ il
seguente risultato, che implica il Corollario 3.3.5.

Corollario 3.4.3 Siano A* e A* i valori comuni dei limiti nel Teorema 3.2.2. Si
ha A*+A* =2.

Dim. Per definizione, fissato € > 0 & possibile trovare xy = xp(€) tale che (A" —
€)x < y(x) < (A*+¢€)x per ogni x > xp. Inoltre, per il Teorema 3.2.3, esiste una
costante assoluta C tale che y(x) < Cx per ogni x > 1. Dividiamo la seconda
formula di Selberg per xlogx, e separiamo nella somma i termini con n < x/xg
dagli altri, ottenendo

v, 1oy v () A+ Ly v (Z) Atm) =2-+o(1).

X xlogx 1<nzx/x n xlogx */xpen<x

(3.4.2)
Per stimare la prima somma usiamo la prima formula di Mertens (3.3.1):

y w(;ﬁ)/\(n)z y (X*—S)%A(n):(k*—8+0(1))xlogx.

1<n<x/xg 1<n<x/xo
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Nella seconda abbiamo

Y v(E)am=s ¥ cam

x/xp<n<x x/xo<n<x
— Cx (10gx+ o(1)— 1ogxi0 + 0(1))
= Cx(logxo+ O(1)) = o(xlogx).
Sostituendo in (3.4.2) otteniamo

v

. +A"—e+o0(1) <2+4o0(1),

e quindi per x > x¢ si ha

@gz_xuem(l).

Passando al massimo limite, ed osservando che questa relazione deve valere per
ogni € > 0, si deduce immediatamente che A* + A* < 2. L’altra disuguaglianza si
dimostra in modo simile. U

Ricaviamo ora un’importante conseguenza delle formule di Selberg: poniamo
R(x) := y(x) — x, cosicché il Teorema dei Numeri Primi ¢ equivalente all’affer-
mazione R(x) = o(x) quando x — +oo. Sostituendo otteniamo

xlogx+ R(x)logx+ Z (J—C +R <)—C>> A(n) =2xlogx+ O(x).
a=o\n n
Ricordando la prima formula di Mertens (3.3.1) e semplificando, si ottiene
R(x)logx+ Y A(n)R (f) = 0(x). (3.4.3)

n<x n

Questa formula ¢ equivalente alla (3.4.1) e sta alla base della dimostrazione che
segue, che spezzeremo in vari Lemmi.

Riferimenti. La dimostrazione delle formule di Selberg 3.4.2 per mezzo del Lemma di
Iseki—Tatuzawa 3.4.1, ¢ adattata da Chandrasekharan [14], Cap. 1.

3.5 Dimostrazione del Teorema dei Numeri Primi
Lemma 3.5.1 Si ha

R(x)[log*x < Y} ay

n<x

R (%) ’ + O(xlogx),



Capitolo 3. Distribuzione dei Numeri Primi 73

dove

an défA(n) logn+ Z A(h)A(k), Z a, = 2xlogx+ O(x).

hk=n n<x

Dim. Sostituiamo x/m al posto di x nella (3.4.3) ed otteniamo
R(Z)log=+ ¥ AmR(=-)=0(),
m m mn m
n<x/m

e quindi si ha

logx {R(x) logx+ ZA(”)R <;_C> }

- Lo {r(D)ek § amr ()}

m<x m

A
= O(xlogx)+ O<x Z M) = O(xlogx),
per la prima formula di Mertens (3.3.1). Dunque

R(x)log?x = — Y An) ( >10gn+ Y., A(n)A(m )R(%)—FO(xlogx),

n<x mn<x

ed il Lemma segue immediatamente prendendo il valore assoluto. U

Lemma 3.5.2 Si ha

) an|R

n<x

‘ logtdr + O(xlogx).

Dim. Procediamo in due passi: prima approssimiamo la somma a sinistra con una
nuova somma di forma simile in cui pero a, ¢ rimpiazzato dal suo valor medio,
che ¢ 2logn per il Lemma 3.5.1. Poi approssimiamo quest’ultima somma con
I’integrale desiderato.

Osserviamo che, posto F(¢) := ¢+ y(t), F risulta essere una funzione mono-
tona strettamente crescente, e quindi se 0 <79 <t si ha

|IR(11)] — |R(10)[| < |R(11) = R(t0)| = [w(t1) —w(to) — 11 +10)
<wy(t)—w(to)+t1 —to=F(t1) — F(tp)- (3.5.1)
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Inoltre F(¢) = O(t) per il Teorema 3.2.3 e quindi

I e () () p =2 G- r ()

n<x

= O(x Y %) + O(x)= O(xlogx), (3.5.2)
n<x

per il Lemma A.4.1 con k = —1. Ora poniamo

*()

e si ha quindi, integrando per parti, dalla prima formula di Selberg

x) & Z cn = O(x)

n<x

Y

n
a1 €o, c,ldéfan—z/ logrdr, o(n) <
-

Usando la formula di sommazione parziale (A.1.2) con N = [x], dalla (3.5.1)
otteniamo

écw(n)zéan <z>‘_22<zn:<x (%) /n:logzdt (3.5.3)
nSxZ_]C(n){‘R ( ) +C(x)R<[fC—])’ (3.5.4)

_ o< y n{F (%) _F (H 1) }) +0(x)= O(xlogx), (3.5.5)

n<x—1

per la (3.5.2). Infine

“R (%) /n:logtdt—/n: R(;)’logtdt
< [ IRC-[RG)]
[ ) (s
S(n—l){F(nil)—FCl—C)}. (3.5.6)

Quindi dalle (3.5.2)—(3.5.6) otteniamo

‘R( ) /nllogtdt—/lx R(;)‘logtdt
ne

logtdr

2<n<x
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_ o( y (n—l){F (nf1> —F(g)}>+o<xlogx>

2<n<x

= O(xlogx).

Questo conclude la dimostrazione del Lemma. ]

Lemma 3.5.3 Posto V(£) := e 5R(e%) = e Sy (e5) — 1, si ha

€ /L
2@ <2 [ v+ o).
Dim. Combinando i risultati dei Lemmi 3.5.1-3.5.2 si ha

R(x)|log x<2/ ‘R ’logtdt—l—O(xlogx) (3.5.7)

Usando la sostituzione dell’enunciato con x = e5 e r = xe " si ottiene

) RG)‘logtdt:x/oé]V(n)}(ﬁ—n)dn
:x/oéjv(n)}/:dCdn :x/og/oc|v(n)\dndc.

La disuguaglianza voluta segue sostituendo nella (3.5.7) e dividendo per x. U

1

Lemma 3.5.4 Vale la disuguaglianza o. < B, dove

ocdéflimsupW(ﬁ)! e d3f11msup /]V |dn
E—+oo E_,*)+°°§

Dim. E chiaro che o e B esistono finiti, poiché y(x) = O(x). Inoltre, per & — oo
si ha

g
[ Ivm]an < (B+o(n)

e quindi per il Lemma precedente 3.5.3

S
&2Iv(&)| <2 [ (B+o(1))5di+0E) = BE+ 0 (&),

da cui |[V(§)| < B+ o(1). Passando al massimo limite si ottiene la tesi. O

Osserviamo che la definizione di o e 3 implica immediatamente < o, e quin-
di potremmo proseguire scrivendo oo = 3. L’ obiettivo, naturalmente, ¢ dimostrare
che o = 0.
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Lemma 3.5.5 Esiste una costante assoluta A > 0 tale che per ogni &, & € R™
si ha

&
‘/ V(n)dn‘ <A.
1

Dim. Basta osservare che
3) S exp&o (1) — ¢t
'/ V(n)dn':’/ (e "w(e“)—l)dn‘: / \If()2 dt‘:O(l),
€1 € exp&y !

per la terza formula di Mertens (3.3.3). ]

Lemma 3.5.6 Semo >0eV(ng) =0 allora

o 1
/o [V(no+1)|dt < Eoc2+ O(ngl).
Dim. Riscriviamo la seconda formula di Selberg 3.4.2 nella forma

y(x)logx+ Z A(n)A(m) = 2xlogx+ O(x),

nm<x

e la usiamo due volte, con x = xg € con x = x; dove 1 < xg < x1, sottraendo 1
risultati:

y(x1)logx; —y(xp)logxo + Z A(n)A(n) = 2x1logx; — 2xplogxg
xo<mn<xi
+ O(x1).
La somma su n ed m ¢ positiva e quindi
0< \|I(X1) logx; — \V(Xo) logxg < 2x1logx; — 2xplogxg + O(xl)
da cui deduciamo immediatamente
|R(x1)logx; — R(xo)logxo| < x1logx; — xologxo + O(x1),

e quindi, dividendo per x;logx; e scrivendo §; = logx; peri =0, 1, si ha

E.,OeiO S | &Oeéo

Scegliamo &y =mp e &1 =Mo+7T, in modo che R(xp) =V (§p) = 0. Poiché T € [0, /]
st ha

Vo+1)| <1— (Qfﬂ) e Tt o(no—l) —l—e "+ o(no‘l) <1+ o(ngl).

V(&) —V(&) +O<E,.0_1>.
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AN ‘

26 28 30 32 34

Figura 3.3: Il grafico di y(x) —x per x € [25,35]. 1l grafico di V (§) si puo ricavare
da questo mediante un cambiamento di variabile, ma il comportamento qualitativo
evidentemente ¢ lo stesso.

Quindi si ha
/()a\v(noJrr)\dt < /Oa <t+ O(ngl» dt = %a2+ O<n51>,

che ¢ la tesi. O

Per concludere dobbiamo dimostrare che oo = 0. Nel prossimo ed ultimo Lem-
ma supporremo per assurdo che a > 0, trovando che B < «, in contrasto con il
Lemma 3.5.4.

Lemma 3.5.7 o = 0.

Dim. Detta A la costante nel Lemma 3.5.5, se o > 0 poniamo

def 302 +4A
d=———>aq,
20
e studiamo il comportamento di V nell’intervallo [, + 6 — al, per { grande, con
I’obiettivo di dimostrare che la media di V nell’intervallo [{,{+ 8] & pitd piccola
di quello che dovrebbe essere. La funzione V ¢ decrescente tranne che nei suoi
punti di discontinuita, dove cresce. Quindi nel nostro intervallo o esiste 1 tale
che V(no) = 0, oppure V cambia segno al pid una volta. Infatti, V passa da valori
positivi a negativi con continuita, decrescendo, ma puo passare da valori negativi
a positivi solo saltando. Si veda la Figura 3.3: 'intervallo [31,34] & del primo
tipo, mentre 1’intervallo [28,31.5] & del secondo tipo.

Primo caso Per { sufficientemente grande, per il Lemma 3.5.6 si pu0 scrivere

C+d Mo No+0 C+d
L vanlan=4 [ [T [ v an
g g Mo No+o



¢ 1-2

78 A. Zaccagnini. Introduzione alla Teoria Analitica dei Numeri (2014)

SOC(Tlo—C)—l—%(x2+0c(§+5—n0—(x)+o(l)

o (6—%0@) +o(l) = ad+o(1),

dove

o dﬁfoc(l—g) <o
! 25 ‘

Secondo caso Se V cambia segno una sola volta nell’intervallo [, + 8 — o,

diciamo in M =My, si ha
{+8—a i {+8—a
[ woolan=| [ vevan| | [T Vinen
1

per il Lemma 3.5.5. Se invece V non cambia segno, sempre per lo stesso Lemma,

/€€+8_a}v(n)‘dn _ ‘/;H—S—ocv(n)dn‘ a

In definitiva, stimando banalmente |V (1)| < a+o(1) su [(+8—a,{+ 9], si ha

< 24,

C+6 {+6—a C+6
/c V)| dn = {/C +/C by () dn <24+ a2 +o(1) = 008 +o(1),

+8—0

C+d
/z; V()| dn < a;8+o(1), (3.5.8)

dove o(1) indica una funzione infinitesima per { — +oo. Per ottenere 1’assur-
do desiderato, suddividiamo I’intervallo [0,&] in sottointervalli di ampiezza J, su
ciascuno dei quali applichiamo la (3.5.8). Poniamo M := [F,/ d]. Si ha

¢ M=l (k1) ¢
fyvanlan=% [ valan [ v

<ouMd+o(M)+0(1)= & +o(E).
Ma questo implica immediatamente che B < o; < 0, in contraddizione con il
Lemma 3.5.4. Dunque o = 0, come si voleva. O

Questo dimostra il Teorema dei Numeri Primi nella forma y(x) ~ x, ma senza
indicazione della “velocita” di convergenza di y(x)/x ad 1.

Esercizi.
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¢ 1. Utilizzando il Teorema dei Numeri Primi 3.1.3, dimostrare che

liminf 2L Pn < fimsup P2 1

> 1.
n—+e logp, n—s+4e lOZpy

¢ 2. Dimostrare che per ogni ¢ > 1 fissato si ha w(cx) — w(x) ~ (¢ — 1)x/logx.

Riferimenti. Dimostrazione elementare del Teorema dei Numeri Primi 3.1.3: Hardy
& Wright [65], Cap. 22. Altre dimostrazioni elementari: Diamond [26], Levinson [110],
Daboussi [21] (questa ¢ basata su un’idea totalmente diversa) e Bombieri [9] (questa da
anche stime per il termine d’errore).

3.6 Altri risultati su alcune funzioni aritmetiche

In questo paragrafo poniamo

P(x) def Hp = expO(x).

p<x

Teorema 3.6.1 Si ha ool
limine 200 loglogn
n—r o0 n

Dim. Disponiamo i numeri primi py, p», ..., in ordine crescente, poniamo ng := 1
e per k € N* definiamo ny := P(py) = exp(8(px)). Qualunque sia n € N*, esiste
k =k(n) € Ntale che n € [ny,ny1), poiché la successione (ny e € strettamente
crescente e diverge a +oo. Vogliamo dimostrare la disuguaglianza

o) _ o)
n o ong

cioe che gli n; sono punti di minimo locale per questo rapporto, e dunque, a
fortiori, (n)n~'loglog(n) > q)(nk)nk_1 loglog(ny). Siano g1, qa, ..., gy, 1 fattori
primi di n, contati ciascuno una volta sola, e disposti in ordine crescente. La
disuguaglianza di sopra ¢ equivalente a

n0-3)=10-7)

Osserviamo che r < k (poiché ny | ¢ il pit piccolo numero naturale m che soddisfa
o(m) >k+1),echesihag; > p;per j=1,...,r. Quindi

n(-3)=n0-5)=10-3)
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come si voleva. Osserviamo che per il Teorema di Mertens 3.3.6,

1 1-5) -1 e

Mo o P/ p<p p) logp

e ciog i, '¢(ni)log pr = e (1 +0(1)). Resta da dimostrare che

logpe
k—-+oo loglogny

Per definizione di n; abbiamo logn; = 6(py), e per le disuguaglianze di Cheby-
shev 3.2.3 si ha ¢;pr < 0(px) < copy per opportune costanti positive ¢ € ¢; e
k > 1, da cui loglogn; = log8(px) = log pr + O(1). Mettendo insieme queste
disuguaglianze, si conclude che quando n — 4o si ha

logl logl

n k—>oo Ny ’

che insieme danno la tesi. [l

Teorema 3.6.2 Si ha 1 < w(n) < Q(n) per ogni n > 2 ed inoltre

liminfo(n) = liminfQ(n) =1,
n—r+oo

n——4oo
o(n)logl Q 1
limsup —(n) ogo8n _ I, limsup _(n) =—.
N—3 400 logn n—+o logn  log2

Dim. Le prime affermazioni seguono immediatamente dalle definizioni. Per quan-
to riguarda Iultima, poiché 2% & il pit piccolo intero positivo per cui Q(n) >k, si
ha
Q(2* Q(2*
@) _ 1 Qw _ k _0@) 1

= — d inolt =
log2k  log2 ce mottre logn ~ logn — log2k  log2

per tutti gli n € [2" , 2"“). Per dimostrare la penultima disuguaglianza useremo
il Teorema dei Numeri Primi 3.1.3. E chiaro che il pid piccolo intero positivo
per cui ®(ng) =k &n= pj--- pg, dove p; indica I’i-esimo numero primo. Dunque

abbiamo
OJ(P(X)) =m(x) ~

per il Teorema dei Numeri Primi 3.1.3. Ma log P(x) = 6(x) ~ x, sempre per lo
stesso risultato, e quindi loglog P(x) ~ logx. Sostituendo nella (3.6) si ha

log P(x)
o(P(x)) ~ loglog P(x)

Inoltre la funzione (logn)/loglogn & crescente per n grande, e la disuguaglianza
voluta segue, come sopra. O

x
logx’
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Teorema 3.6.3 Esistono costanti A, B € R tali che per x — oo si ha

Z o(n) = xloglogx+Ax+o(x), Z Q(n) = xloglogx+ Bx+o(x).

n<x n<x

Dim. Per la formula di Mertens per i primi (3.3.4) si ha

Low-Lxrx[] r (o)

= x(loglogx+A+o0(1)) + O(n(x)) = xloglogx +Ax + o(x).

La seconda relazione si dimostra considerando ¥« (Q(n) — o(n)). O
Teorema 3.6.4 Per N — +oo si ha

ONE Y 2(n) = %N+ O(N'/?).

Dim. Per quanto visto sopra, abbiamo

Y =Y Yud)= Y wud)} 1

n<N n<N d2|n d<N!/2 n<N
B d*|n
N u(d) 1/2
d<N'/2 d<N1/2

L’errore introdotto completando la somma a tuttiid > 1 € a sua volta O(N 1/ 2) , €
la somma infinita risultante vale {(2)~!. Il risultato segue immediatamente. [

Si vedano il Teorema 6.2.2 e gli Esercizi. Abbiamo visto nel Teorema 3.6.1
che ogni tanto la funzione ¢ di Eulero ¢ lontana dal suo valore massimo possibile
(che ¢ assunto sui numeri primi). Il prossimo risultato mostra che, in media,
1/6(n) si comporta come un multiplo di 1/n: questo significa che, pur esistendo
valori eccezionali di n per cui ¢(n) & “piccolo,” questi valori di n non sono cosi
numerosi da influenzare in modo significativo la media di 1/¢.

Teorema 3.6.5 Per N — +oo si ha

1 §(2)33) o
n;’v OO logN + O(1).
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Dim. Si verificaimmediatamente che N1 /¢ = (u? /) * No. Il Metodo dell’ Iperbole
2.1.13cony=xda

n 12 (n) 1 (n)
Lot~V Lonam) T O( L o) >
(

n<N n<N

() 1 (n) @ (n)
“NL e O(N,EN o) &, o) )

Per 1l Teorema 3.6.1 1 termini d’errore sono entrambi O((logN )2) Il Teore-
ma 2.3.1 mostra che la serie vale Hp(l + (p* - p)_l) e con un breve calcolo
si trova che questo & {(2){(3)¢(6)~!. Tl risultato cercato segue con la formula
sommazione parziale (A.1.3). [

In queste note non parliamo di algoritmi per la fattorizzazione di interi, né
di criteri di primalita: per questo rimandiamo a trattazioni specialistiche come
Crandall & Pomerance [20] e Languasco & Zaccagnini [107]. In alcuni di que-
sti algoritmi vi sono delle parti in cui € necessario determinare opportuni interi
con specifiche caratteristiche “moltiplicative,” come, ad esempio, 1’essere privi
di fattori primi “grandi” o “piccoli,” e ci si chiede, per fare I’analisi della loro
complessita, quanto sia difficile trovare numeri con queste proprieta. Rivolgiamo
dunque la nostra attenzione all’aspetto “teorico” di questo problema: come sono
distribuiti gli interi privi di fattori primi grandi.

Senza alcuna pretesa di completezza, parliamo brevemente della pit impor-
tante fra le funzioni enumeratrici degli interi suddetti. Poniamo

def
P(x,y)E{n<x:p|ln=p<y}.

L’obiettivo ¢ il conteggio degli interi n < x che non hanno fattori primi relati-
vamente grandi, dove la grandezza dei fattori primi ¢ misurata dal parametro y.
Cominciamo con una semplice osservazione: per ogni ¢ > 0 si ha

o (&) _
R N O | (S
n<x n<x n>1 Py

pln=p<y pln=p<y pln=p<y

(3.6.1)
E evidente che questa relazione & interessante solo per 6 < 1, poiché per 6 >
1 il secondo membro ¢ > x: vogliamo dunque scegliere ¢ in modo pressoché
ottimale per ottenere una buona maggiorazione. Osserviamo che per y limitato ¢
possibile stimare direttamente ¥ (x, y) con il metodo illustrato nella dimostrazione
del Teorema di Schur 1.7.2, con il risultato che quando x — 4o si ha

-1
W(x,y) ~ (n(y)! [ tog p> (logx)™. (3.6.2)
Py
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E possibile dimostrare un risultato simile quando y & “piccolo” rispetto ad x: in
particolare, se 2 <y < y/logx, prendiamo ¢ = c(logx)_1 dove ¢ > 0 verra scelta
piti avanti. Quindi p° = exp(clogp) = 1+oclogp+ O(c*log? p) ela (3.6.1) da

(o}

p
°_1

log¥(x,y) <c+ Y log
p=y

= c+00(y Zlog(ologp(1+0(010gp)))
Py

=c+00(y) —n(y)logo — Z loglog p + O(c6(y))
Py
=c—mn(y)logc+m(y)loglogx — Z loglog p + O(oy).
Py

Si osservi ora che la funzione g(¢) := — Alogt ha un minimo per t = A: scelto
dunque ¢ = zt(y) si ottiene

\P@@g(ﬁ)n <Hlogp> 1ogx)<>{1+o($)}. (3.6.3)

Py

Per la formula di Stirling n! ~ v/27n (n / e)n e quindi la stima (3.6.3) non ¢ molto

pit debole della formula asintotica (3.6.2). E importante cercare di estendere
questo tipo di stime anche al caso in cui y ¢ pid grande: per esempio, dimostriamo
la seguente maggiorazione universale.

Lemma 3.6.6 Fissato arbitrariamente A > 0, per x > 1 ed'y > e* si ha ¥(x,y) =
Oa (xe™4"logy), dove u = (logx)/logy.

Dim. La dimostrazione si ottiene immediatamente prendendo ¢ = 1 — A(logy) ™!
in (3.6.1), usando la stima p!=° = 1+ 04((1 — 6)log p) e le formule di Mertens

(3.3.2) e (3.3.4). U

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che

Lip-ob) e L= (L)

>y d>1

€ 2. Siriprenda I’Esercizio 13 del §2.2 e si dimostri che

d(N!) >pl;1vp (N):exp(ﬂ:(N)logN—G(N)):exp/zNﬁdt
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Da questo si deduca che

Nn(r)

log(d(N")) 2/2 TRz (o) =

log(N!)
(loglog(N!))?

(1+o(1))

Riferimenti. La dimostrazione del Teorema 3.6.1 & adattata da Hardy & Wright [65]
Teorema 328. Per i1 Teoremi 3.6.2 e 3.6.3 si veda il §22.10 ed il Teorema 430 di Har-
dy & Wright [65]. Per la funzione W(x,y) si vedano Hildebrand & Tenenbaum [78] e
Tenenbaum & Mendeés France [163].

3.7 Grandi intervalli fra numeri primi consecutivi:
il problema di Erdés—Rankin

Usiamo i risultati del paragrafo precedente per dimostrare che, talvolta, due nume-
ri primi consecutivi possono essere piu distanti della “media” prevista dal Teore-
ma dei Numeri Primi. Non daremo per ovvi motivi il risultato pid forte oggi noto,
ma vedremo un risultato non banale e, tutto sommato, relativamente elementare.
Adattiamo, semplificandola, una costruzione di Erd6s e Rankin.

Teorema 3.7.1 Sia p, [’'n-esimo numero primo; si ha

Jimsup Pnit1—Pn (logloglog p,,)? e

n—e  lOgpy loglog p,,

Dim. Per x > 1 poniamo P(x) := exp(6(x)) e consideriamo altri tre parametri con
le limitazioni y < w < x < u. L’idea di base ¢ costruire un intero z < P(x) tale che
(z +n, P(x)) > 1 per ogni n € [0,u]. Suddividiamo dunque 1I’insieme 3 dei numeri
primi p < u in quattro classi: B :=PN[1,y], Vo := PN (y,w], B3 := PN (w,x],
PBa := PN (x,u]. Per cominciare imponiamo che z =0 mod p per ogni p € P».

Poniamo 4 := {n € [0,u]: (z+n,P(x)) =1} ed No := | 4o|. Allora n € Ay
solo se si verifica una delle condizioni seguenti:

1. n ha tutti i fattori primi < y; il numero di questi interi ¢ By := W(u,y).

2. n ha un fattore primo p € 33 U*By; sia By il numero di questi interi.

Per il Lemma 3.6.6 si ha B; = Os(uexp(—A(logu)/logy)logy) per y > e,
dove A > 0 ¢ arbitrario. Per la formula di Mertens (3.3.4) si ha

logu

B, < Z zSulog

(I+o0(1)).
w<p<u P logw
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Ordiniamo i primi dell’insieme P, scrivendo p; < pr < --- < pg, dove k =
n(y). Per i > 1 definiamo induttivamente N; ed 4; a partire da N;_; ed 4;_;.
Scegliamo r; mod p; in modo che I’equazione n = r; mod p; sia risolubile per

almeno N;_;/p; interi n € 4;_;, ed imponiamo z = —r; mod p;. Ora definiamo
4 ={n€ 4i_1: n#r; mod p;}, N; := | 4;|. Quindi

1
IVIS (1__)Ni—17
Di

e per il Teorema di Mertens 3.3.6 si ha

Ne<T] (1 - l) No= %No(l +o(1)).

Py P

Poniamo per brevita L := logx. Ora finalmente scegliamo

&l ex < AL ) wif X u® x—L

Y= exP log L/’ "~ logL’ 7 (log £)?

dove 0 < 8 < Ae'. Da queste definizioni, con semplici calcoli deduciamo che
Ny < (84 0(1))x(log L)~ e quindi che, per x sufficientemente grande, si ha

Ne<e A~ 8%(14—0(1)) < (x) — m(w).

Questo significa che vi sono pid numeri primi g € P33 di quanti elementi vi siano
in 4 se Ay ={n1,na,....,nj} eP3s={q1, 492, ....qm}. peri=1, ..., j poniamo
z=-—n;mod g;,eperi= j+1,...,mponiamo z =0 mod g;. Tutte le congruenze
scritte fin qui sono indipendenti e quindi, per il Teorema Cinese del Resto 1.2.4
ammettono una soluzione simultanea z* € [1,P(x)]. Per questo z* si ha (z" +
n,P(x)) > 1 per tutti gli n € [0, u], e quindi nessuno degli interi z* +n con n € [0, u]
puo essere primo.

Consideriamo ora il massimo numero primo p < z* ed il suo successore p':
per quanto abbiamo appena visto si ha p’ > z* 4+ u e quindi, poiché la funzione
t — (loglogt)/(logloglogt)? & definitivamente crescente, si ha

P=p (ogloglogpP | u__ (ogloglogPlo)® 5
logp loglog p log P(x) loglog P(x)

per il Teorema dei Numeri Primi 3.1.3, che implica la tesi. U
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3.8 Problemi aperti

La domanda pid importante naturalmente riguarda il vero ordine di grandezza di
7t(x) — li(x). 1l risultato noto pid forte & ancora quello dimostrato da Littlewood
[114] nel 1914.

Teorema 3.8.1 (Littewood) Si ha

n(x) —li(x) = Q(x'*log; x(logx) ).

Si noti che, secondo la Congettura di Riemann 3.1.4, si dovrebbe avere 7(x) =
li(x) + O(xl/ %logx), o, equivalentemente, y(x) = x+ O(xl/ ?(logx)?). Sorpren-
dentemente, la Congettura di Riemann 3.1.4 puo essere espressa in modo assolu-
tamente elementare come segue: sia

n
1
def
= Z z

i=1

il cosiddetto n-esimo numero armonico.
Teorema 3.8.2 (Robin) Per ognin > 1 si ha

6(n) < H, +exp(H,)log(H,) (3.8.1)
se e solo se e vera la Congettura di Riemann.

Informalmente, se la Congettura di Riemann fosse falsa, esisterebbe una suc-
cessione divergente x; tale che m(x;) > li(x;) —|—x1/ 20 dove 8> 0 & una quantita
fissata. Usando i numeri primi in [1,x;] si potrebbe costmire un intero n; con un
valore 6(n ) piti grande della norma e tale da falsificare, seppur di poco, la (3.8.1).
Robin [155] ha enunciato il suo risultato in modo diverso; per i dettagli si veda
Lagarias [93].

Il Teorema dei Numeri Primi 3.1.3 suggerisce che

dr

() —T(x—y) ~ / fog? (3.8.2)

almeno quando y non ¢ troppo piccolo rispetto ad x.

Teorema 3.8.3 (Heath-Brown) Uniformemente per X112 < y < xsi ha

(x) = m(x—y) ™ Togx’

dove €(x) ¢ una qualsiasi funzione positiva ed infinitesima.
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Si veda Heath-Brown [70]. E altresi noto che questa relazione cessa di valere
se y = (logx)*, per ogni A > 0 fissato (Maier [115]), ed anche per funzioni di x
che crescono pid rapidamente: i migliori risultati noti (Hildebrand & Maier [77],
Friedlander, Granville, Hildebrand & Maier [38]), sono complicati da enunciare.

In ogni caso, per x > 0 ed y > 1 vale la maggiorazione universale detta disu-
guaglianza di Brun-Titchmarsh (Montgomery & Vaughan [123])

2
A +y) —mx) < .
logy
Si confronti con la versione nel Teorema 5.5.2.
In vista del Teorema dei Numeri Primi si deve necessariamente avere

> 1.

n—+teo  10g Py

In un certo senso, il valor medio di p,+; — p, € log p,,. Cramér [19] (vedi anche
Granville [53]) ha congetturato che

. Pn+1— Pn
limsup ——=5 =
n—teo (l0gpn)?

Per quasi 20 anni il miglior risultato noto ¢ stato quello di Pintz [ 140]

_ 1 2
n—teo 10gpn  10g, pplogy pn

Questo si ottiene usando una stima piu forte per la funzione ¥ al posto del Lem-
ma 3.6.6 nella dimostrazione del Teorema 3.7.1, ed una complicata argomentazio-
ne combinatoria. Nel 2014 sono apparsi quasi contemporaneamente due articoli,
rispettivamente di Ford, Green, Konyagin & Tao [36] e di Maynard [] 18], nei
quali si dimostra che al posto della costante 2e” si pud prendere +oo.

Inoltre Baker, Harman & Pintz [6] hanno dimostrato che

Pn+1 — Pn = O(Pg'szs)-

Se vale la Congettura di Riemann 3.1.4 ¢ immediato verificare che al secondo

membro si pud scrivere O(p,ll/ 2 (log pn)z).

Nell’altra direzione ci si chiede se esistano infiniti “primi gemelli” (c¢fr 1 Ca-
pitoli 5 e 7). Utilizzando 1 risultati rivoluzionari di Goldston, Pintz & Yildirim
[47], [48], [49], [50] (si veda anche una versione semplificata nell’articolo con
Y. Motohashi [46]), Zhang [182] ha dimostrato recentemente la congettura

. e
liminf(py1 —pn) <C
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dove C =7-10". Maynard [117] (vedi anche Motohashi [128]) ha dimostrato
che si puo prendere C = 600. Il limite del metodo ¢ C = 16. Per alcuni risultati
elementari in questa direzione, vedi Languasco & Zaccagnini [104], che contiene
anche la dimostrazione di alcuni risultati pit deboli del Teorema 3.7.1, che mo-
strano I’evoluzione delle idee necessarie. Per una rassegna aggiornata e molto
vasta, si veda Granville [55].



Capitolo 4

Primi nelle progressioni aritmetiche

Nel Capitolo 3 abbiamo dimostrato che esistono infiniti numeri primi: analizzando
le tavole numeriche (si veda ad esempio la Figura 3.1) si notano facilmente alcune
regolarita. Per esempio, si nota che circa % dei numeri primi sono = 1 mod 10, e
lo stesso vale per 1 primi congrui rispettivamente a 3, 7 0 9 mod 10. In effetti, a
parte 1 numeri primi 2 e 5, gli altri 166 primi della Figura 3.1 sono cosf ripartiti
nelle 4 classi: 40 sono = 1 mod 10, 42 sono = 3 mod 10, 46 sono = 7 mod 10
ed infine 38 sono =9 mod 10. E del tutto evidente che vi pud essere al massimo
un numero primo in ciascuna delle classi di congruenza 0, 2, 4, 5, 6, 8 mod 10,
ma non ¢ affatto ovvio che debbano esistere infiniti numeri primi in ciascuna delle
altre classi di congruenza, o che debbano essere approssimativamente equiripartiti
fra le classi stesse.

In generale, dato il polinomio di primo grado f(x) =gx+a, sed := (a,q) > 1
allora rutti i valori del polinomio sono divisibili per d e quindi al massimo uno
di questi puo essere primo. Viceversa, se d = 1, ¢ naturale chiedersi se f as-
suma valore primo per infiniti valori interi della variabile x. Abbiamo dimo-
strato sopra (Teorema 1.7.5) 1 casi particolari g =4, a=1e g=4, a= 3 con
un’argomentazione ad hoc che non puo essere estesa in generale.

Vedremo che effettivamente il polinomio f(x) = gx+ a assume valori primi
per infiniti valori di x, in una forma piuttosto forte dal punto di vista quantitativo,
analoga al Teorema di Eulero 3.2.1, o meglio alla seconda formula di Mertens
(3.3.2) (si veda il Teorema di Dirichlet 4.4.1); in definitiva, in un certo senso
preciso, 1 numeri primi sono, almeno in prima approssimazione, equiripartiti fra
le 0(g) classi di congruenza ammissibili modulo g.

In realta, il problema ¢ pid generale, e la domanda che ci si pone ¢ la seguente:
dato f € Z[x], non costante, irriducibile su QQ e senza divisori primi fissi (cio¢ tale
che per ogni numero primo p esiste almeno un intero m tale che f(m) % 0 mod p;
ad esempio il polinomio irriducibile f(x) = x* +x +2 assume solo valori pari, ed
¢ primo solo per x = 0) & vero che f(x) & primo per infiniti valori della variabile

89
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x? Al momento attuale, purtroppo, non ¢ noto neppure un polinomio di grado 2
0 piu per cui questa congettura sia stata dimostrata, anche se 1’evidenza teorica e
quella numerica sono decisamente a favore della sua verita. Torneremo su questo
problema nel Capitolo 5, dove daremo alcuni risultati parziali.

4.1 Caratteri di un gruppo abeliano

Svilupperemo la teoria dei caratteri solo per la parte che ci interessa direttamente.

Definizione 4.1.1 Sia G un gruppo abeliano. Diciamo che Y: G — C* e un
carattere di G se Y, & un omomorfismo.

Lemma 4.1.2 Sia G un gruppo ciclico finito di ordine n, generato da un suo ele-

mento g. G ha esattamente n caratteri, e per ogni carattere Y, di G esiste un intero
ke{0,...,n—1} tale che y(g) = e*™k/n,

Dim. Basta osservare che x(g”) =%(g)" = 1dato che g" = 1. ([l

Lemma 4.1.3 Se G = G| X G, ¢ un gruppo abeliano, e G| ha ny caratteri, G, ha
no caratteri, allora G ha niny caratteri.

Corollario 4.1.4 Se G ¢ un gruppo abeliano finito, allora G ha |G| caratteri.

Nel seguito denoteremo con G I’insieme dei caratteri : G — C*. Osserviamo
che G risulta essere un gruppo abeliano se poniamo per definizione

Se G ¢ finito, allora ' (g) = %(g).
Lemma 4.1.5 Se G ¢ un gruppo ciclico di ordine n, allora G~G.

Dim. Se G ¢ generato da g e & & una radice n-esima primitiva dell’unita (cioé se
¢ € C soddisfa §" = 1, ed inoltre €4 +£ 1 perognid € {1, ..., n— 1}), basta porre
xi(g) =% O

Corollario 4.1.6 Se G ¢ un gruppo abeliano finito allora G~G.

Dim. G ¢ prodotto diretto di sottogruppi ciclici. 0
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Definizione 4.1.7 1l carattere xo: G — C* tale che Yo(g) = 1 per ogni g € G si
dice carattere principale.

Teorema 4.1.8 (Relazioni di ortogonalita) Se G ¢ un gruppo abeliano finito di
ordine n e Y e il carattere principale, si ha

zx<g>:{g o 2x<g>={’g e

geG seX#XO; 1€C seg;é 1.

Dim. Sia S := Y5 x(g)- Se x # Xo. esiste g1 € G tale che ¥ (g1) # 1. Quindi

x(g)S=x(g1) Y, x(e) =Y x(gg1) =Y x(h) =S,

geG geG heG

e la tesi segue. Sia S := eréx(g). Se g # 1, esiste %1 € G tale che xi1(g) # 1.
Quindi

x1(9)S=x1(8) Y, x(e) = Y xix(e) = ) w(g) =S,

x€G xeG yeG

ed anche la seconda relazione segue immediatamente. U

4.2 Caratteri e funzioni L di Dirichlet

Definizione 4.2.1 Dato q € N*, e dato ¥ € Z; chiamiamo carattere di Dirichlet
modulo g la funzione f: 7 — C definita da

def | O se (n,q) > 1,
fln)= {x(n) se (n,q) = 1.

Con questa definizione, 1 caratteri di Dirichlet risultano essere funzioni com-

pletamente moltiplicative. Con abuso di linguaggio, useremo la lettera ¥ per
indicare sia il carattere del gruppo Z;, sia la sua estensione a Z.

Definizione 4.2.2 Si dice carattere principale modulo q il carattere di Dirichlet

Xo definito da
def |1 se(n,g)=1,
Xo(n) = (.4)
0 se(n,q)>1.
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Xo | X1 | X2 | X3 X0 | X1 | X2 | X3

1,1 |1 ]1]1 1 1|1 ]17]1

Xo | X1 2111 |—1]-1 311 |—=1]—-1]1
1|11 301 | —=1|—1] 1 S| 1 =1} 1]-1
211 |—-1 4 11 [—1] 1 |—1 7111 |—-1-1

Tabella 4.1: I caratteri di Dirichlet modulo 3, 5, 8.

Osservazione 4.2.3 Le relazioni di ortogonalita 4.1.8 permettono di scegliere la
progressione aritmetica n = a mod q, purché (a,q) = 1: infatti, per ogni succes-
sione (0;) si ha

! X L X(a n
B TR R B SO B

dove la prima somma interna e su tutti i caratteri modulo q, poiché ciascun adden-
do della somma interna vale y(na~") e la somma vale dunque ¢(q) se n=a mod q
e 0 altrimenti.

Per ¢ =2 c’¢ solo il carattere principale ¥, mentre per g = 3, oltre al carattere
principale Yo mod 3, ¢’¢ anche un altro carattere x; mod 3, detto carattere qua-
dratico, poiché x% = %o. La Tabella 4.1 da i caratteri per ¢ =3, g=5¢ g = 8.
Ricordiamo che 1 gruppi Z;; per g =3, g =4 e g = 6 sono isomorfi a Z;, e quindi
hanno gruppi dei caratteri isomorfi, mentre Z3 ~ 7\, ~ Zy € Zig ~ 7., ~ Zo X Ls.

Nelle Tabelle 4.1-4.4 daremo soltanto i valori dei caratteri sugli elementi di
Zy; pertanto i caratteri devono essere pensati come estesi a Z per periodicita,
ponendoli uguali a zero sulle classi di resto non indicate.

In generale, se p # 2 ed x ¢ un generatore di Z;, fissato k € {0, ..., p—2},
si ha un carattere y; ponendo (xr ) = eZrk/(P=1) " dove evidentemente g &
il carattere principale. Si osservi inoltre che i caratteri (; mod 3, x> mod 5 e
X3 mod 7 sono precisamente (- | p) per p =3, 5 e 7. Per ogni primo p, il simbolo
di Legendre ¢ un carattere che assume solo valori reali.

Lemma 4.2.4 Sia x mod g un carattere non principale, s € C di parte reale d =
R(s) > 0. Per%gxgysiha

P (d)  p g (o)

s s
x<n<y n x<n<y n
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Xo | Xt | X2 | X3 | X4 | X5
1 1 1 1 1 1 1
2 1 |0 | -0l 1 |0 |-
3 1 | o || -1|-0o-
4 11 |-l | 1 | -0 o
5 1 -0 —o| -1| 0| o
6 1 —1 1 —1 1 —1

Tabella 4.2: I caratteri di Dirichlet modulo 7 (e, a meno di isomorfismi, modulo 9,
14 ¢ 18). Qui m & una radice sesta primitiva dell’unita, e soddisfa > —w+1=0.
Dato che Z3 ¢ generato da 3, ¢ sufficiente conoscere )(3) per poter calcolare il
valore di  su tutti gli elementi di Z7.

Xo | X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1| =1 —=1| 1 i | =1 =i
4 1 |\ —1( 1 |—-1| 1 |—=1] 1 |—1
7 I | —i|—1] 1 | =1 1 I | —i
8 I | —1|—1] 1 1 | —i]—1] i
mjp1r (-1, 1|—-1/-1}1]|-1| 1
13 ] 1 1| =1 =1 —=1] —1| 1 1
14 ] 1 1 1 1 | —-1]—-1|—-1| -1

Tabella 4.3: 1 caratteri modulo 15 (ed anche, a meno di isomorfismi, modulo 16

e 20). Conviene ricordare che Z

X

* o~

15 —

75 % Z4 e quindi x* = o per ogni carattere
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X0 | X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7
1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 1 | —1] 1 I | —1|—-1] 1 |—1
7 1 I | =11 |—-1] 1 |—-1]—-1
|1 |(—-1]{—-1] 1 1 | —1]—-1] 1
13 1 1 1 |—-17 1 | —=1]—-1]—-1
7)1 (=1} 1 |—=1|—=1} 1 |—-1|1
19| 1 I | —1|—-1|—-1|—-1| 1 1
23| 1 | —1|—=1|—-1| 1 | I | -1

Tabella 4.4: I caratteri modulo 24. Ricordiamo che Z3, ~ Z, X Z» X Z, € che
ogni elemento soddisfa x*> = 1.

Dim. Suddividiamo I'intervallo [1,x] in [x/g] intervalli [mg+ 1, (m+ 1)q], oltre,
eventualmente, ad un intervallo di lunghezza < g. Per le relazioni di ortogonalita
4.1.8 1la somma di y(n) su ciascuno di questi intervalli vale 0, tranne il possibile
intervallo incompleto. Dunque Y, %(n) = O,(1). Per la formula di sommazione
parziale (A.1.3) con a, = y(n) e ¢(¢) =¢~*

x(n _ _ y dr
) Q =y Y x(n)—x SZx(an/ Y x(n)—
x<n<y n n<y n<x X n<t 4
_ Y Oy(1 _ _ _
=0,(y 8)+s/x tgil) dr = 0y (y72)+ 0y (x78) = 04 (+78),
La seconda disuguaglianza si dimostra in modo analogo. 0

Definizione 4.2.5 Dato un carattere ¥ mod q definiamo la funzione L di Dirichlet
L(s,y) e la funzione zeta di Riemann {(s) per mezzo delle relazioni

D YU OE

s s’
n>1 n nZln

Teorema 4.2.6 Se . # Yo, la serie L(s,y) converge per 6 = R(s) > 0, e unifor-
memente nei compatti del semipiano G > d per ogni 8 > 0 fissato. Invece le serie
C(s) ed L(s,%0) convergono per 6 = R(s) > 1, e totalmente in 6 > 1+ 8 per ogni
d > 0 fissato.
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Dim. La prima parte ¢ una conseguenza immediata del Lemma 4.2.4 con § := G.
Suddividiamo I’intervallo [1,x] come nella dimostrazione del Lemma 4.2.4. Posto
k= |x/q| abbiamo

def ol e o(q)
AX= Y xom) =3, X xo(m)+ ) x(n)=—"x+0y(1),
n<x m=0n=mq+1 kq+1<n<x q

e ancora per sommazione parziale con 0(¢) =t ~* ed a, = Yo(n):

X)) oy s [FAR)
Z =A(x)x —|—s/1 dr

= ns ts—b—l
¢<Q> 1—s —0 xt+oq(1)
:_q X +Oq(x )+s/1 BT — dr »,
e I’integrale ¢ convergente solo se 6 = R(s) > 1+39. O

Osservazione 4.2.7 Preso un carattere di Dirichlet y, mod g ed il carattere prin-
cipale Yo mod g, e posto f(n) =y (n)n*, f(n) =yo(n)n=* rispettivamente, per il
Prodotto di Eulero 2.3.1, per 6 > 1 si hanno le rappresentazioni

L0 =1 (1—M)_1 e Lo =t (1 ).

S
P p plg

Si osservi che la prima di queste uguaglianze vale solo in 6 > 1 e non nel semi-
piano piii grande 6 > 0 dove converge la serie che definisce L se Y # Yo, poiché
in 0 <o <1 la convergenza della serie non e assoluta.

Osservazione 4.2.8 La derivata di L(s,)) é

L’(S,x) _ Z x(n) logn.

s
n>1 n

La serie data converge totalmente in ¢ > 1+ per ogni & > 0 fissato (per
il Lemma 4.2.4) ed anche la serie per L(s,) converge totalmente nello stesso
insieme, ed ¢ per questo motivo che si puo derivare termine a termine. Ad ogni
modo, la serie risulta convergente per ¢ > 0 se ), # Xo per lo stesso Lemma.

Esercizi.

¢ 1. Dato g € N*, si chiami A la matrice quadrata di ordine ¢(g) dei caratteri
modulo g. In altre parole, se 1 =a; <az <--- < ay,) =¢g— 1 sono gli
interi fra 1 e ¢ primi con g, € Xo, ..., X¢(q)—1 SONO 1 ®(q) caratteri modulo
g, allora A; ; = % j—1(a;). Determinare |det(A)|. Suggerimento: sia B =AT.
Allora |det(A)|* = det(A) det(B) = det(AB) ed AB = 0(q)1y(q), dove I € la
matrice identica k per k.
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¢ 2. * Dimostrare che se X: N* — C, X € 9" ha periodo minimo g > 1 (cioe
¢ periodica di periodo ¢, e non ¢ periodica per nessun intero piu piccolo),
allora X(n) = 0 se (n,q) > 1. Suggerimento: se p | ¢ e X(p) # 0, si ha
X(p)X(n+q/p) =X(pn+q) = X(pn) = X(p)X(n) ed X ha periodo ¢/p.
Quindi, se (n,q) > 1 allora X (n) = 0.

Riferimenti. Davenport [22] Capp. 1, 4-6, Apostol [5] Cap. 6.

4.3 Preliminari per il Teorema di Dirichlet

In questo paragrafo vogliamo dimostrare che esistono infiniti primi in ogni pro-
gressione aritmetica a 4+ ng con (a,q) = 1. I Lemmi 4.3.1 e 4.3.4 implicano che
L(1,%) # 0 se x mod ¢ & un carattere non principale. La pit importante conse-
guenza di questo fatto ¢ che un’opportuna somma contenente Y, (si veda 1’enun-
ciato del Lemma 4.3.3) ¢ limitata, e da questo segue quasi immediatamente il
Teorema di Dirichlet 4.4.1. Per una motivazione differente, si legga il §6.12.1.

Lemma 4.3.1 Se ) é un carattere reale non principale mod g, allora L(1,%) # 0.

Dim. Consideriamo la funzione aritmetica F := y * Ny. Per il Teorema 2.1.4,
anche F ¢ una funzione moltiplicativa e si vede molto facilmente che

k+1 sex(p)=1,

F(pk)— 1 se x(p) = —1 ek ¢ pari,
0 se x(p) = —1 e k & dispari,
I sep|qciotsex(p) = 0)

Dunque, in ogni caso
2

F(n)z{l sen=m",

0 altrimenti.

Percio

> ) L e

m§x1/2

GEY

n<x
quando x — +oco. Ma abbiamo anche

6= ¥ Y@=y X

n<x dn hk<x (hk) 12

x(h) —1/2 ~1/2 x(h)
)3 n/2 )k 2+ )k / )y iz =1t
h<x1/2 k<x/h k<x1/2 x12<h<x/k
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diciamo. Stimiamo X; come segue: per i Lemmi A.4.1 e 4.2.4,

5= L 0(G) " rerof(4) )} -2 £ 00

<x1/2 <x1/2

_2f{z Z}—-l—O (1)=2v/xL(1,%) + Oy(1).

h>1  p>yl/2
Inoltre, il Lemma 4.2.4 implica X5 = O,(1). In definitiva, abbiamo che G(x) =
2y/xL(1,%) + O(1), e la tesi segue poiché G(x) — +eo quando x — oo O

Lemma 4.3.2 Sia ) un carattere non principale modulo q. Allora si ha

: p()x(n) ) O4(1) se L(1,%) # 0,
“L0 Y, _{—qlogx—i—Oq(l) se L(1,%) =0.

Dim. Ponendo g(x) := x, h(n) :=x(n), ed

FEE L Saln) = xL(1,3) + 0,(1)

n<x

nella seconda formula di inversione di M6bius 2.1.12, troviamo

X—Z,u { IX)—f—O(l)}

— (1) Y MO g (Z () )

n<x

=xL(1,%) Z W"’ Oy (%),

poiché |u(n)y(n)| <1 per ogni n. Se L(1,%) # 0, dividendo membro a membro
I’uguaglianza precedente per x ricaviamo

L(1,%) Z'u = 0y(1),

n<x

e, moltiplicando ambo i membri per —L'(1,%)/L(1,x) = O,(1), troviamo la tesi.
Se invece L(1,%) = 0, ancora per la seconda formula di Mobius con g(x) := xlogx,

h(n) :=x(n),
f(x)défzzlog —x(n —xlogxz ZM

n<x n<x n<x n
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= xlogx(L(l,x) + 0, (x_l)) —x(—L’(l,x) +0, (x_l logx))
=xL'(1,) + Oy(logx),

per il Lemma 4.2.4. Quindi, invertendo

xlogx:Z,U(”) ){ L1+ (log )}

n<x

—a/ (1) Y R o (.

n<x n

per il Lemma A.4.4. La tesi si ottiene dividendo la relazione precedente per x. [

Si noti che quella nell’enunciato & la somma parziale della serie di L(1,%)~",
per il Corollario 2.1.10. E quindi naturale attendersi che questa quantita sia
limitata se L(1,y) # 0, ed illimitata in caso contrario.

Lemma 4.3.3 Sia ) un carattere non principale modulo q. Si ha

y Xp)lozp _ {oqu) se L(1,%) #0,

= P —logx+0,(1) seL(1,x)=0.

Dim. Posto

R(X) def Z X(”);\(n) . ; X(p);ogp’

si vede facilmente che

R <Y n(lzg_”l) —o(1).

n>2

Quindi, usando i Lemmi 2.2.9 ¢ 4.2.4, si ha

Z x(p)logp _ Z x(n)A(n) +o(1)

p<x p n<x n
= Z Z Jlog 5+ o)
n<x dln
- ¥ —"(h,if“‘)um)logﬂ o)
hk<x
h<x k<x/h

—hZ {—L’(l,x)+0q (‘logx(/x;{h)>}+0(l)
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S LU (Z log(;c/h))+ o)

h<x h<x

S L SLeN(Y

h<x

per il Lemma A.4.4. Quindi la tesi segue dal Lemma 4.3.2. U

Lemma 4.3.4 Se ¢ un carattere non principale modulo q, allora L(1,7y) # 0.

Dim. Poniamo N := |{x # %o: L(1,%) = 0}|. Allora, per ortogonalita abbiamo

0(q) Z loﬂ: Z ZX(P>10gP

p<x p % mod g p<x p

p=1 mod ¢
log p x(p)logp
~y e,y y oo
p<x P XFXo P<X p
plq
=logx+ Oy(1)—Nlogx+ O,(1)

= (1—=N)logx+ O,(1),

periLemmi 3.3.2 e 4.3.3. Poiché la somma di partenza ¢ positiva, N deve essere 0
oppure 1, e quindi N = 0 poiché deve essere pari. Infatti, peril Lemma 4.3.1, se x ¢
un carattere reale allora L(1,%) # 0, mentre se y non & reale allora L(5,%) = L(s, %)
e quindi o L(1,%) = L(1,%) = 0, oppure sono entrambi non nulli.

O

Riferimenti. ILemmi 4.3.1-4.3.4 sono i Lemmi 1-4 nel Capitolo 9.8 di Hua [79].

4.4 1l Teorema di Dirichlet

Teorema 4.4.1 (Dirichlet) Dato q € N*, sia a € Z un intero tale che (a,q) = 1.
Allora esistono infiniti numeri primi p = a mod q. Piui precisamente, per x — oo
si ha | |
ogp
= ——logx+ O, 4(1).
,,;x p 09 e
p=a mod ¢

Dim. Per i Lemmi 4.3.3 e 4.3.4, se X, # o si ha

x(p)logp
pfx
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Per ortogonalita,

0@ Y 2P Y wa) Y a(p) 08P

p<x p X mod g p<x p
p=a mod ¢
log p log p

=Y —-+ L L
p<x ¥ mod g p<x
plq XFX0

=logx+ 0,4(1),

per la seconda formula di Mertens (3.3.2), che ¢ la tesi. ]

Per completezza riportiamo 1’enunciato del Teorema dei Numeri Primi nelle
Progressioni Aritmetiche, dimostrato per la prima volta da de la Vallée-Poussin
nel 1897, nella versione di Siegel & Walfisz. Per la dimostrazione rimandiamo ai
Capitoli 8-22 del libro di Davenport [22]. Questo risultato pud essere espresso
in modo pit pittoresco dicendo che i numeri primi sono (approssimativamente)
equidistribuiti nelle progressioni aritmetiche.

Teorema 4.4.2 Fissato A > 0, esiste una costante C = C(A) > 0 tale che per
x — o0 ed uniformemente per q < (logx)* e per (a,q) = 1 si ha

def
) =

|
n(x;q,a ) 1:@11(x)+OA<xexp(—C logx)>.

P=<x
p=a mod ¢

Riferimenti. Teorema di Dirichlet 4.4.1: Hua [79], Teorema 8.2 oppure Apostol [5]
Cap. 7. Dimostrazione del Teorema dei Numeri Primi nelle Progressioni 4.4.2: Daven-
port [22] Capp. 8-22. Dimostrazione elementare del Teorema dei Numeri Primi nelle
Progressioni Aritmetiche 4.4.2: per le relazioni fra la formula di Selberg generalizzata e
la distribuzione dei numeri primi nelle progressioni, si veda Granville [52].

4.5 La disuguaglianza di Pélya-Vinogradov

Definizione 4.5.1 Sia x un carattere modulo q, sia q1 un multiplo di q e sia ¥ il
carattere principale modulo qy. Il carattere X* modulo q, definito da X* := Yo
si dice indotto da ). Un carattere modulo q che non ¢ indotto da altri caratteri
modulo qualche divisore proprio di q si dice carattere primitivo.

Con queste definizioni, i caratteri modulo ¢ si suddividono in tre categorie: il
carattere principale, i caratteri primitivi e quelli indotti da altri caratteri. E inte-
ressante notare che tutti 1 caratteri diversi dal carattere principale modulo numeri
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primi sono primitivi. Con riferimento alle Tabelle 4.1-4.4, si pud notare che il
carattere 2 mod 8 ¢ indotto da ; mod 4, e che ¢ mod 15 ¢ indotto da y; mod 3
mentre X2, Xs € X7 mod 15 sono indotti rispettivamente da %>, X1 € ¥3 mod 5.
Infine x; mod 24 ¢ indotto da y; mod 3, %> mod 24 ¢ indotto da ); mod 4, )5 e
X7 sono indotti rispettivamente da ¥ e }3 mod 8 e X4 ¢ indotto da un carattere
mod 12. Si noti che se ¥ mod ¢ induce (* mod ¢; allora la funzione L(s, %) diffe-
risce dalla funzione L(s,y*) solo per un prodotto finito (eventualmente vuoto) sui
fattori primi di ¢ /¢, come si vede dall’Osservazione 4.2.7. Vediamo subito un
risultato che vale solo per 1 caratteri primitivi.

Lemma 4.5.2 Sia t(Y) la somma di Gauss

0)E Y x(h)ey(h)
hmod ¢

Se y & un carattere primitivo si ha |t(y)| = ¢'/?

Dim. Scegliamo n tale che (n,q) = 1, moltiplichiamo la somma di Gauss per
X(n) e ricordiamo la proprieta delle somme sui residui modulo ¢ gia usata nella
dimostrazione della Legge di Reciprocita Quadratica 1.6.4:

Y (Ve =Y w(hn)eq(nhy). 45.1)

h mod ¢ hy mod g

Si puo dimostrare, ma noi non lo faremo, che questa relazione vale anche se
(n,q) > 1, perché x ¢ primitivo. Quindi
Xm)Plr)F = LY x(r)x(h)eq(n(ih —h2)).
hl,hz mod q

Sommiamo quest’ultima relazione su tutti gli » modulo ¢, ed usiamo il fatto che
conosciamo la somma dei primi termini di una progressione geometrica:

@l = XY xh)x(h) Y, eq(n(h—h))

hy,hy mod g n mod g

Y'Y x(h)x(h) {‘1 seh=hymodg. _ o).

h1,h> mod ¢ 0 altrimenti,

Il Lemma segue immediatamente. U
Se y mod ¢ ¢ un qualsiasi carattere non principale, la somma
) x(n)
n<x

¢ limitata, poiché ¥ ¢ una funzione periodica e la somma su ¢ interi consecutivi
vale O (cfr le relazioni di ortogonalita 4.1.8). Talvolta ¢ utile avere informazioni
piu precise, e queste ci sono fornite dal seguente
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Teorema 4.5.3 (Disuguaglianza di Pélya—Vinogradov) Sia X un carattere non
principale modulo q. Si ha

Z x(n) < q'*logg.

n<x

Dim. Ci limitiamo al caso di y primitivo. Per la (4.5. 1) si ha

La =L o T abenh) = o T A Eeqlon

X

n<x n<x h mod ¢ h mod ¢ n<x
1 oy Eq(h) —eq(h([x] +1))
== h) :
), e
(th)zl

Osserviamo che a causa della presenza del fattore X (h) possiamo aggiungere alla
somma su 2 mod ¢ la condizione (h,q) = 1, la quale implica che non c’¢ 1’ad-
dendo corrispondente ad h = g che farebbe annullare il denominatore. Passando
al modulo ed utilizzando il Lemma precedente ed il fatto che se u € R allora
|1 —e(u)| = 2|sin(nu)| otteniamo

‘ Z X ‘ <q —1/2 Z 1

Jsin(m/q)|

n<x

Usando il Lemma A.4.5 con f(r) := (]| sin(nt)|)_1 e 8 := ¢! otteniamo

i /11/(2q) dt B /1/2 dz
= |sin hn/q)| =4 1/(2q)  |sinmt| "7 Jij2q) | sinmz|’

Ma sull’intervallo di integrazione si ha sin(nz) > 2¢ e dunque

Zx(n)‘<<q1/2/1/2 dr

1/2
— < g '"logg,
n<x 1/(29) t

che é la tesi. O

E possibile estendere questa dimostrazione al caso in cui % non & primitivo:
per fare questo, si deve trovare una relazione che lega il valore di t()) a quello del
carattere che lo induce. Si veda il Capitolo 23 del libro di Davenport [22].

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che se ¥ & un carattere modulo g ed n & un intero tale che y(n) =
0 allora ¥, mod 4 X(h)eq(nh) = 0.

Riferimenti. Disuguaglianza di P6lya—Vinogradov 4.5.3: Davenport [22], Capitolo 23;
Apostol [5] Teorema 8.21. Per il valore della costante e per altri problemi legati si veda
Hildebrand [76], [75].
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4.6 1l Teorema di Gauss & Jacobi

Torniamo brevemente sul problema di rappresentare n € N come somma di due
quadrati.

Teorema 4.6.1 (Gauss, Jacobi) Detto y il carattere non principale modulo 4, per
n > 1 si ha ry = 4y * Ny, o, in altre parole,

=43 x(d)

d|n

Dim. La dimostrazione dipende in modo essenziale dal fatto che Z[i] & un anello
a fattorizzazione unica. Per prima cosa dimostriamo che se n € N ¢ dispari allora
ra(n) = r2(2%n) per ogni o € N. Infatti, r(m) = rp(4m) qualunque sia m € N,
dato che se 4n = a® + b* allora a = b = 0 mod 2. Inoltre, se n = a? + b? & di-
spari allora 2n = (a + b)? 4 (a — b)? e viceversa, con corrispondenza biunivoca
fra le rappresentazioni. Infine, osserviamo che i due membri dell’uguaglianza da
dimostrare non cambiano se al posto di n poniamo 2%n, dal momento che y(2) =0.
Un discorso analogo vale se al posto di n si scrive g®n per ogni o € N*, dove
g ¢ un primo = 3 mod 4. In quest’ultimo caso i due membri valgono entrambi 0
se o ¢ dispari, ed rp(n) se o € pari, per il Lemma 1.4.8, dato che y(¢) = —1.
Quindi ¢ sufficiente dimostrare che 1’uguaglianza desiderata vale quando n ¢
prodotto di potenze di primi distinti, tutti = 1 mod 4, diciamo n := H’]‘.Zl p?j . Si
osservi che in questo caso occorre dimostrare che r»(n) = 4d(n), poiché x(p;) =1
per ciascuno dei fattori primi di n. Per j =1, ..., k, per I’Osservazione 1.4.12,
esistono a;, b; € N* tali che p; = a? + b%; ricordiamo anche che in Z[i] i numeri
aj +ib; sono tutti primi poiché N(a;+1b;) = p; ¢ un numero primo in Z. Se
— A%+ B?, in Z[i] vale la fattorizzazione n = (A +iB)(A —iB). Quindi, fissato un
divisore d := H, ) p[;’ din,perre{0,1,2,3} definiamoA =A(d,r)e B=B(d,r)
per mezzo delle relazioni

def df k
A+iB=C(d elrn{ aj+ib,)P - (a;—ib,) % Pi}
j=1

A-iBED(d,r) ¥ ”H{ aj—ibj)Pi - (a;+ib;)% P}

Evidentemente ci sono esattamente 4 scelte per r e d(n) scelte per d: resta quindi
da dimostrare che scelte diverse di (r,d) danno origine a valori diversi per A e B.
Sfruttando il fatto che Z[i] &€ un anello a fattorizzazione unica e che le unita sono
della forma i’ con ¢ € {0, 1, 2, 3}, si vede subito che C(d,r) =i'C(d’,r’) implica
che d = d’ e t = 0. Questo conclude la dimostrazione. O
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Combinando questo risultato con il Teorema di Gauss 2.2.2, ed utilizzando il
metodo dell’iperbole di Dirichlet 2.1.13 con y = x!/2 ed il Lemma 4.2.4, si trova

Y ra(n) = 4xL(1,x) + O(x'/?),

n<x

dacui L(1,%) = 47t risultato d’altra parte ovvio poiché

L(1,x) = Z (_1)n

=l 2n+1

Riferimenti. La dimostrazione del Teorema di Gauss-Jacobi 4.6.1 & adattata da Hardy
& Wright [65] Teorema 278.

4.7 Problemi aperti

Le domande piu interessanti sono le analoghe di quelle esposte sopra a proposito
dei numeri primi. Per esempio, si congettura che per ¢ fissato ed (a,q) =1 si
abbia

v(xq,a) Y A= ﬁ +0(x'1og?x),

n=a mod g

(Congettura di Riemann Generalizzata). Inoltre, ci si chiede quale sia la vera uni-
formita che si puo avere nel Teorema dei Numeri Primi nelle Progressioni 4.4.2.
La situazione ¢ complicata dal fatto che non si ¢ riusciti ancora ad escludere la
possibilita che una funzione L associata ad un carattere reale abbia uno zero reale
sul segmento [0, 1].

Linnik [113] ha dimostrato che, detto P(g,a) il pit piccolo numero primo =
a mod g, esiste una costante assoluta L > 1 tale che P(q,a) < ¢" per ogni (a,q) =
1. Heath-Brown [71] e Pomerance [!43] hanno dimostrato rispettivamente che
L <55eche

. logyg \~!
11msup< max P(q,a )(qlogqlog q—) >0
g—+eo Maq)=1 (.4) ? (logs q)?

e se vale la Congettura Generalizzata di Riemann allora

max P(q,a) = Oc(q**%).
(a,q)=1

Riferimenti. Davenport [22] Capp. 9-22.



Capitolo 5

Metodi di Crivello

Questo Capitolo ¢ dedicato ai moderni metodi di crivello: il primo e pid noto cri-
vello ¢ senza dubbio quello di Eratostene (II sec. a. C.); si tratta di una procedura
che permette di determinare tutti i numeri primi in un certo intervallo [1,N], come
illustrato nella Figura 5.1. Questa procedura ispir0 Legendre, che scopri come
ottenere una formula per determinare iterativamente T(N) a partire dalla cono-
scenza esplicita di tutti i numeri primi nell’intervallo [1,N'/2]: descriveremo la
formula di Legendre nel §5.1, e vedremo che, a parte per I’indubbio interesse sto-
rico, questa formula non si presta al calcolo numerico quando N ¢ grande, a causa
del numero troppo grande di termini che contiene. In effetti, il calcolo di T(N)
viene effettuato mediante varianti di questa formula, come brevemente descritto
nell’ Appendice B.

Per tutto 1l XIX secolo non vi sono state ulteriori ricerche sui crivelli, ma al-
I’inizio del XX secolo Brun scopri come rendere il procedimento di Legendre pit
generale e piu flessibile. Piu generale perché non ¢ affatto necessario, per il con-
teggio, dover eliminare gli interi nella classe 0 mod p, ma qualunque classe di
congruenza ¢ ugualmente ammissibile. Pid flessibile perché mostro che, riordi-
nando opportunamente i termini presenti nella sua forma generale della formula
di Legendre e trascurando alcuni addendi, si ottengono minorazioni € maggiora-
zioni per la quantita cercata, sempre piu precise e che coinvolgono un numero di
termini decisamente inferiore a quelli necessari nella formula di Legendre (5.1.1).
Diamo una descrizione delle idee principali alla base del crivello di Brun nel §5.2.

Si tratta della prima istanza del “crivello piccolo,” in cui si prende un insieme
finito A di interi, un insieme finito di numeri primi *J3 e per ciascuno di questi un
numero ®(p) di classi di resto modulo p, in modo che ®(p) < ¢ dove ¢ ¢ una
costante assoluta. I’ obiettivo ¢ determinare (o eventualmente stimare dall’alto e
dal basso) il numero di elementi di A che non giacciono in nessuna delle classi di
resto scelte modulo i primi in .

I risultati concreti che otterremo nel §5.3 come applicazione della teoria gene-
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rale riguardano i valori primi assunti dai polinomi, maggiorazioni per il numero
di numeri primi in un intervallo, per il numero di coppie di “primi gemelli” in un
intervallo, per il numero degli interi n per cui rp(n) > 0.

Nel §5.4 vedremo anche le basi della teoria del “crivello grande,” per il quale
viene a mancare la richiesta di una maggiorazione uniforme per ®(p). Come
applicazione, nel §5.5 vedremo una fondamentale disuguaglianza per il numero
di primi in un intervallo (Teorema di Brun—Titchmarsh 5.5.2), una maggiorazione
pit precisa per il numero degli interi n per cui r,(n) > 0 e per il numero di primi
gemelli.

Il crivello piccolo (almeno nella sua forma elementare descritta qui) € sostan-
zialmente combinatorio, mentre il crivello grande ha una base analitica e per molti
versi ¢ piu potente del crivello piccolo. Per discussioni complete sui crivelli si ve-
dano le monografie di Greaves [56], Halberstam & Richert [58], Halberstam &
Roth [59], Harman [67].

5.1 1l principio di inclusione—esclusione e la formula

di Legendre
Definizione 5.1.1 Dati A CN*, BCN, x> 1, d ed M € N* poniamo
S(AxM)E {ae an(i,x: (a,M) =1} Bx) L BA1,x]
ﬂddéf{aeﬂl: d|a} P(x)dépr:expe(x).
p<x

In sostanza, vogliamo contare il numero di elementi di 4 che sono primi con
M, cioe quanti elementi di A4 sopravvivono ad un crivello fatto con 1 fattori primi
di M. Tl prossimo Teorema ci permette di trasformare S(4;x; M) in una somma
su tutti i divisori di M: dato che le formule dipendono solo dai fattori primi di M
e non dalla loro molteplicita, nel seguito potremo supporre sempre che u(M) # 0.

Teorema 5.1.2 (Principio di Inclusione-Esclusione) Dato un insieme di numeri
naturali 4 C N*, un numero reale x > 1 ed un numero naturale M € N* si ha

S(Ax:M) =Y u(d) | Ag(x)]-

d[M

Dim. Per il Teorema 2.1.9
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=Y ud) Y, 1=) ud)|A)].

d\M acA(x) diM
dla
Si osservi che il risultato dipende solo dai fattori primi distinti di M. U

Per esempio, prendendo 4 = [1,M] = N(M ) ed x =M si ha

S(A;M;M) = =Y u(d)— = (N *u)(M),

d[M d

che ¢ una parte del Teorema 2.2.8.
Utilizzando le idee di Eratostene, Legendre scopri una formula che permette
di calcolare m(x) iterativamente:

nx)—n(x?)+1= ¥ ud) Eﬂ . (5.1.1)
d|P(x1/ 2)
La dimostrazione & molto semplice: ci sono esattamente [x] interi < x (il termine
d =1). Ogni primo p < x'/2 divide [x/ p} di questi interi; ma ora abbiamo inde-
bitamente sottratto due volte tutti i numeri che sono divisibili per 2 o pid primi
distinti, e cosi via. Per esempio

£rof)- L2 (12 (2021 9)
(2] ) E2)- 13
WLieh bbb

—(342+1+0)+0
=100—117+45—6 =122, (5.1.2)

ed infatti £(100) —(10) + 1 =25 -4+ 1 = 22. Una dimostrazione altrettanto
semplice si pud dare utilizzando il Principio di Inclusione—Esclusione 5.1.2 con
A=N"M= P(xl/z) , poiché la condizione (M,a) = 1 con a € N(x) vuol dire che
a= 1 oppure a & un numero primo p € (x'/2,x]. I difetto principale della formula
di Legendre ¢ che contiene troppi termini per essere utilizzabile come strumento
pratico per il calcolo. Per esempio, consideriamo un parametro reale z € [2,x1/ 2} .
E evidente che {a € N(x): (a,P(z)) =1} 2 {p € (z,x]}. Applicando la formula
di Legendre otteniamo

n(x) ~ () < SN2 P() = Y w(d) 7]

d|P(z)
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Figura 5.1: 1l crivello di Eratostene.

= Y ud3+0( ¥ 1)

d|P(z) d¢|1P<(Z)
1
=x[T(1-=)+0(2™
(1) +o()
_ a7 2z/logz
—e logz(1+0(1>)+o<2 ).

per il Teorema di Mertens 3.3.6 ed il Lemma 2.1.5. Se non vogliamo dimostrare
banalita tipo T(x) = O(x) (o peggio), siamo costretti a prendere z molto piccolo:
in altre parole, non si riesce a scegliere z = x'/2 come vorremmo. Prendendo

z = logx si ottiene
X
T(x) =0 .
(x) (loglogx)

In generale, senza adeguate informazioni sul resto non ¢ possibile ottenere infor-
mazioni molto precise: questo vale anche per i risultati dei prossimi paragrafi,
che sono piu deboli di quelli che si possono dimostrare con 1 moderni metodi di
crivello.

Esercizi.
¢ 1. Dimostrare il Principio di Inclusione-Esclusione 5.1.2 utilizzando la formu-
la
Nal= X n|Us)|
i€l jel

JCI
J#D
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valida qualunque sia I’insieme finito / e qualunque siano gli insiemi finiti
B;, i € I. Suggerimento: Porre [ := {p: p | M}, By :=NN[l,x]\ 4y ed
utilizzare il Teorema 2.1.9.

¢ 2. Dimostrare la formula di Legendre (5.1.1) utilizzando 1’Esercizio 2.1.5 ed
osservando che

R -x(4 Y 1-a@)e ¥ Y |,

x/2<p<x x12<p<x d<x/p

Riferimenti. Principio di Inclusione-Esclusione 5.1.2: si veda anche Hardy & Wright
[65] Teorema 260. Formula di Legendre 5.1.1: Halberstam & Richert [58], §1.5 e relative
note, o Lehmer [109].

5.2 1l crivello di Brun

Vogliamo modificare il Teorema 5.1.2 in modo da ottenere una maggiorazione
che ci dara, in modo abbastanza semplice, dei risultati non banali. L’idea di base
¢ quella di considerare solo una parte della somma che compare nel Principio di
Inclusione—Esclusione, in cui d ¢ ristretto agli interi che non hanno troppi fattori
primi. Cominciamo con un semplice Lemma: in tutto il Capitolo ¢ sottinteso che

’;) := 0 se n < 0 oppure r < 0 oppure r > n, osservando che questa convenzione

si ha (”“) = ( " ) + (:‘) per ogni n, r > 0.

r r—1

Lemma 5.2.1 Siano n, m € N. Si ha

()=o)

Dim. Sostituendo la formula citata sopra nel primo membro si ottiene una somma
“telescopica” in cui tutti gli addendi si cancellano, tranne il primo (") =0 e
Pultimo (—1)™("). Si osservi infine che se m > n allora il primo membro vale
(1-1)"t =0. O

Teorema 5.2.2 (Brun) Dati A C N*, x > 1, m € N* dispari ed M € N* si ha

Y, wld) || <S(@xM) < Y, p(d)]Ag(x)]- (5.2.1)
oft)em ol
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Dim. Consideriamo gli insiemi

AL ae A a<x (aM)=1} o BE{aeAra<x (a,M)>1}

in modo che $(A4;x; M) = |2| ed osserviamo che gli elementi di 2( sono contati
nell’espressione a destra della (5.2.1) esattamente una volta (per d = 1). Per gli
interi n € B si ha 8 := (n,M) > 1, ed n ¢ contato in quegli insiemi A, per cui
o(d) <med|d. Peril Lemma 5.2.1, il contributo totale di n alla somma di
destra nella (5.2.1) ¢

Y ud) =mzl<—1>f(°’<f’)) = (M) 20

d|d r=0
o(d)<m
perché m — 1 ¢ pari. L’altra disuguaglianza si dimostra in modo analogo. UJ

Se m > ®(M) questa & una dimostrazione alternativa del Principio di Inclusio-
ne—Esclusione 5.1.2, poiché allora le due somme nella (5.2.1) sono uguali. Le
due somme nella (5.2.1) sono una parte della somma considerata nella 5.1.2: le
due disuguaglianze ci danno un altro parametro a disposizione (viz. m), € questo
ci permettera di ottenere risultati molto pit precisi di quelli che seguono diretta-
mente dalla 5.1.2. In sostanza, il Teorema 5.2.2 implica che le somme parziali
nella 5.1.2, ordinate opportunamente, forniscono alternativamente maggiorazioni
e minorazioni di S(A4;x; M), come per esempio 1’ultima somma nella (5.1.2).

E chiaro che il Teorema di Brun 5.2.2 si applica ad insiemi 4 qualsiasi: per
brevita ci limiteremo a studiare il caso speciale ma estremamente interessante
dell’immagine di un polinomio. Consideriamo fissato un polinomio f € Z|[x] di
grado g > 1 con primo coefficiente a, > 0, mentre I’intero positivo M tale che
u(M) # 0 e I'intero positivo dispari m saranno scelti in modo opportuno nelle
applicazioni.

Lemma 5.2.3 Poniamo p(d) :=|{nmod d: f(n) =0 mod d}|. La funzione p
moltiplicativa ed inoltre p(p) < min(p, g) per ogni numero primo p.

Dim. La prima parte segue dal Teorema Cinese del Resto 1.2.4; inoltre in un cam-

po come Z;, ogni equazione polinomiale ha un numero di radici che non supera il
grado. U

Lemma 5.2.4 Per ogni x > 1 si ha

{neNK): f(n)=0 modd}|=p(d) (2 + 0(1)> .
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Dim. Poiché f(n) = f(m) mod d se n =m mod d, I’equazione f(n) =0 mod d ha
esattamente p(d) soluzioni in ogni intervallo di d interi consecutivi. Suddividiamo
[1,x] in [x/d] intervalli del tipo [(k— 1)d + 1, kd], piti eventualmente un intervallo
di lunghezza < d. In totale p(d) [x/d] + O(p(d)) = p(d)(x/d + O(1)) soluzioni,
come si voleva. U

Lemma 5.2.5 Sia M un intero positivo tale che u(M) # 0. Allora

Z p(d) <e(go(M ))mil.
M
o(d)<m

Dim. Per il Lemma 5.2.3 si ha p(d) < g®@ se d | M, e quindi

m—1 m—1
Z p(d) < Z Z gm(d) _ Z gr((D(M)>
d\M r=0 dM r=0 r
o(d)<m o(d)=r
m—1 o(M)" —
<Y O < (o)™
r=0 :
poiché (") <n'(r1)~L. O

Lemma 5.2.6 Sia S, la funzione simmetrica elementare di ordine r dei numeri &1,
L& ERY conn>r. Siha

Sr

S, <=L

r!

Dim. Nello sviluppo di S} i termini corrispondenti agli addendi che compaio-

no in S, hanno coefficiente r!, mentre gli altri addendi danno un contributo non

negativo. Piu precisamente, fissato n € N*, per ogni “multiindice” o € N con

a = (04,...,0,) poniamo |o| ;=04 + -+ 0o, e al :=o!---ay,!. Inoltre, per

ogni x € R” con x = (x1,...,X,) poniamo x* := x(fcl ---x%. Siano

A,(r) = AP E {a e N": |a| =7}
B,(r) =B E{B € Au(r): Bi € {0,1}}.
Posto & := (§1,...,&,) € (R®")", si ha quindi

. “ def (O +---+0a)!  oy!
Si= ) c(@g dove ()= oul---o,!  al’
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mentre, osservando che ¢(B) = r! per ogni 3 € B(r), si ha

Z éﬁ e dunque S| > Z C(E)_E:
BEB(r) BeB(r)

In effetti non & necessario conoscere la forma esatta dei coefficienti c(a), ma solo
che sono non negativi e che valgono r! su tutti gli elementi di ®B(r) (dato che per
ipotesi n > r), cosa che si puo dimostrare direttamente senza difficolta. O

Lemma 5.2.7 Poniamo (M) :=Y 1y p~". Abbiamo

£ g

r=m  d|M
o(d)=r

Dim. Infatti per il Lemma 5.2.3 si ha

(M) (M)
p(d) 1
Y Y —F<Y ¢ - (52.2)
= A=
o(d)=r o(d)=r

La somma interna ¢ precisamente la funzione simmetrica elementare di ordine r
sui numeri p~!, dove p | M. Per il Lemma 5.2.6 il secondo membro della (5.2.2)

e
M) or (M) eg(M)
< r_l < g
<Xen=n ().
poiché e” > r"(r!)~! per r > 1, per lo sviluppo in serie di e’ O
Lemma 5.2.8 Siano f € Z|[x] un polinomio di grado g > 1, con primo coefficiente

ag > 0, m un intero positivo dispari ed M un intero positivo tale che u(M) # 0.
Sia inoltre 4 := f(N)NN*. Per x — oo si ha

S(A 50 H( L >+O< <ZM>(egzr(M)>’>

plM r=m
+ O<(g0)(M))m_1>.

Se m é pari la disuguaglianza vale con il segno > al posto di <
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Dim. Si osservi che per x sufficientemente grande la condizione f ( ) < f(x)
¢ equivalente ad n < x. Per il Lemma 5.2.4 abbiamo |4, N [1, f(x)]| = ‘{n <
x: f(n) =0 mod d}! = p(d)xd~!' 4+ O(p(d)). Quindi, per il Teorema di Brun
5.2.2ed il Lemma 2.1.5, si ha

S(AfeM) <x Y HERD (Zp)

diM diM
o(d)<m o(d)<m
=X{H(1 )+o(2 y P )}
pIM p r=m  dM
o(d)=r
+0((so(m)" ")
ed il risultato voluto segue dai Lemmi 5.2.7 e 5.2.5. U

Per ottenere un risultato pid maneggevole di quest’ultimo, facciamo I’ipotesi
che I’insieme ‘P di numeri primi con i quali vogliamo fare il crivello abbia una
“densita” positiva nell’insieme di tutti i numeri primi.

Teorema 5.2.9 Siano f € Z[x| un polinomio di grado g > 1, con primo coefficien-
te ag > 0, P un insieme di numeri primi con la proprieta che esiste x € R™ tale
che

1
Y —~xloglogz  perz— oo
peR() P

Allora per z := exp(logx(2(1 +¢€)kegloglogx) ") ed x — o si ha

{n<xp| fin) = p ¢ P }\<xpgz)(l—¥)+om(m).

Dim. Scegliamo M = M(z) := []pep(;) p € quindi si ha £(M) < (1 +¢€)kloglogz
e per il Teorema 3.2.3 ®(M) < (2log2+¢€)z(logz)~!. Inoltre osserviamo che

{n<x:p[f(n)=p¢ P} <z+S5(Af(x):M(2)),

nella notazione del Lemma 5.2.8. Se m > 2(1 + €)kegloglogz, il primo termine
d’errore ¢

(1 logl
<xZ( +8Keg % ng) <x22_r:21_mx.

r>m r>m

Il secondo termine & < exp{m(logg + logm(M))} < exp{mlogz}. Scegliendo
m = 2[(1 +¢)kegloglogz] + 3 si vede facilmente che 2" > C(g)(logz)**¢ per
un’opportuna costante positiva C(g) e che exp{mlogz} < x(logz)~*¢. Racco-
gliendo tutte queste stime otteniamo la tesi. U
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Corollario 5.2.10 Sia f come sopra, e z := exp(logx(8egloglogx)™!). Per x —
~+o0

p(p) x
n<x:pl|fn)=p>z} <x (1——)+O( >
’{ ’ ( ) }{ ;l;lz p 8 (logz)zg
Dim. Basta prendere *;3 I’insieme di tutti i numeri primi e K = 1 nel Teorema 5.2.9.
OJ

Si osservi che il significativo miglioramento sulle conseguenze dirette del
Principio di Inclusione—Esclusione 5.1.2 (si vedano i risultati nel prossimo pa-
ragrafo) dipende essenzialmente dal fatto che prendiamo m relativamente piccolo
rispetto ad ®(M).

Esercizi.

¢ 1. Dimostrare che la funzione p definita nel Lemma 5.2.3 ¢ moltiplicativa.

€ 2. Dato f € Z[x] poniamo ¢f(n) := [{m € NN [1,n]: (n,f(m)) = 1}|. Di-
mostrare che ¢y € M e che se ps(p) := [{nmod p: f(n) = 0 mod p}|,

allora )
prip
Or(n) = nH (1 — f—) )
pln p
¢ 3. Dimostrare che se n; > O peri=1, ..., k, allora il numero N := (n; +---+

ng)!/(ny!ny!---ng!) € un intero.

¢ 4. Dimostrare che se f ¢ sviluppabile in serie di Taylor in un intorno del punto
x=(x1,...,x,) € R", allora nella notazione del Lemma 5.2.6 si ha

o
=YL ¥ c@ﬁ@g.

r>0"" aeA(r)

Riferimenti. Questo paragrafo & ispirato a Landau [97], Parte II, Cap. II. Per la molti-
plicativita di p, Hardy & Wright [65] Teorema 122. Altri tipi di crivello sono descritti in
Halberstam & Richert [58], Halberstam & Roth [59], §§4.1-9, James [86], [87].

5.3 Applicazioni del crivello di Brun

5.3.1 Primi e polinomi

Il Corollario 5.2.10 implica un risultato negativo che esprime in forma quantitativa
cio che abbiamo visto qualitativamente nel Teorema 1.7.1. Si noti che ¢ possibile
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ottenere informazioni pid esplicite a patto di conoscere il comportamento in media
della funzione p. In particolare ¢ nota I’analoga della seconda formula di Mertens
(3.3.2):

y p(p)# = klogx+ 04(1), (5.3.1)

p=x
dove x ¢ il numero di componenti irriducibili di f su Z. Mediante trasformazioni
analoghe a quelle gia viste, I’enunciato puo esser messo nella forma:

|{n§x:p|f(n):>p>z}|<<@ll]<l_%) (1—11)1_1(

dove la costante implicita non dipende da f ed il prodotto infinito ¢ convergente.
Si noti infine che se f ¢ riducibile su Z pud assumere solo un numero finito di
valori primi: se f = fi --- fi, con f; € Zx], allora f(n) = p implica che |f;(n)| =1
per tutti 1 j, tranne uno.

5.3.2 Maggiorazione del numero di primi in un intervallo

Scegliamo f(n) = n, per cui p(d) = 1 per ognid € N* e

n(x)§z+’{n§x:p]n:>p>z}|

SxH(l—l>+o<( x )<<xloglogx

o< p logz)? logx

per il Teorema di Mertens 3.3.6.! Anche se questo risultato & inferiore a quel-
lo ottenuto in modo elementare nel Teorema 3.2.3, ¢ pur sempre nettamente su-
periore al risultato ottenuto direttamente dal Principio di Inclusione—Esclusione,
poiché possiamo prendere z molto grande, quasi quanto una potenza di x ed inoltre
prendiamo m ~ cloglogz invece di m = ®(M) ~ z(logz)~'. Infine, a differenza
di quanto accade nella nostra applicazione della formula di Legendre, qui non
stimiamo i resti con O(1), ma con O(p(d)d~"), che & molto pit piccolo per d
grande.

5.3.3 Polinomi di primo grado

Consideriamo il generico polinomio f € Z[x| irriducibile di grado 1, cioe f(x) =
gx+acon (a,q) = 1, e supponiamo che g > 1 eche 1 <a <gq. Siha

p(p) = {1 e ptd.

0 seplgq.

IFIXME: Quanto vale z?
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Se x ¢ sufficientemente grande rispetto a g, dal Corollario 5.2.10 ricaviamo

.. 1 X q xloglogx
n<x:gn-+aceprimo}| <x (1——>+O< )<< .
A Hexdl p (logz)? )~ o(q) logx

Pz

plq

Non deve stupire la presenza del fattore g a numeratore, in apparente contrasto
con il Teorema dei Numeri Primi nelle Progressioni 4.4.2. Infatti

{n <x:gn+aeéprimo}| = |{gn+a<gx+a: gn+a e primo}|
=|{m<gx+a:m=a modgqedm e primo}|.

5.3.4 Polinomi di secondo grado

Possiamo utilizzare i risultati precedenti nel caso di polinomi di secondo grado,
poiché siamo in grado di determinare esattamente p(p) per ogni p primo e quindi
di dimostrare direttamente che vale la (5.3.1).

Nel caso generale di polinomi di secondo grado f(n) = an® 4 bn + c, bisogna
distinguere fra i fattori primi del discriminante di f, che & a(4ac — b?), e tutti gli
altri numeri primi. Illustriamo questo caso per mezzo di due esempi. Prendiamo
f(n) = n* — 3. In questo caso il discriminante di f & —12 e quindi per p # 2, 3
sihap(p) =1+ (3 | p). Per la legge di reciprocita quadratica 1.6.4 e per p > 3
siha (3]p) = (p|3)(=1)?~1/2, ed & anche immediato verificare che questo &
un carattere di Dirichlet modulo 12, che indichiamo con %; (%1 (1) =%1(11) =1,
x1(5) =%1(7) = —1). Quindi p(p) = 1+ x1(p) (per ogni p) e la (5.3.1) segue in
questo caso dai Teoremi 3.3.2 e 4.3.3.

Consideriamo poi il polinomio (riducibile) f(n) = n(n+ h) (dove h € N*): se
21 h si vede direttamente che [{n < x: p|n(n+h) = p >2}| = Oy(1). Se invece
2 | hil Corollario 5.2.10 ci da immediatamente

. p(p) X
{n<x:p|nn+h)=p>z} SXILIZ (1 —T> +O<W). (5.3.2)

In questo caso il discriminante & —h? ed abbiamo

)2 septh,
p(p)—{l se p | h.

Per h pari, h # 0, poniamo

G(h)d:efzconp—:; dove codéfn(pﬁ). (53.3)

plh p p>2
p>2
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Se z ¢ sufficientemente grande, si ha

ne-5)-ni-)ne-;)

plh

{002 ()

p>2

) ()

Plh2 3<p<z (p—1)? 3<p<z p
p>
1 2
=& (1+0E")]] (1 — _) ,
Pz p

In definitiva, prendendo z come nel Corollario 5.2.10, qualunque sia 4 € N*, si ha

x(loglogx)?
(logx)?

dove C’ & una costante che non dipende da i. Questo risultato da qualche informa-
zione sul numero dei cosiddetti “primi gemelli” (quelli come 11 e 13, la cui diffe-
renza & 2). Posto 1, (x) := |[{n < x: ned n+h sono primi}, si ha 5(6) =26(2) e
7, (100) = 8, mentre 5(100) = 16. Questo dipende, essenzialmente, dal fatto che
se 3 tn allora 3 n+ 6, mentre se 3 { n non possiamo concludere che 3 { n+ 2. Uti-
lizzando la formula di sommazione parziale (A.1.3) ¢ facile vedere che la (5.3.4)
implica il famoso Teorema di Brun (che in ultima analisi ha introdotto il crivello
proprio per questo motivo) per il quale la somma dei reciproci dei primi gemelli
converge, a differenza della somma dei reciproci di tutti i numeri primi.

Hn<x:p|nn+h)=p>z} <CSHh) (5.3.4)

5.3.5 Rappresentazioni come somma di quadrati

Il Teorema 5.2.9 implica una forma debole del Teorema di Landau 2.2.3: pid
precisamente, utilizzando il Teorema 5.5.3, non ¢ difficile dimostrare che

loglogx 12
logx '

{n <x:ry(n) >0} <<x(

Infatti, per il Teorema 1.4.9, se r(n) > 0 allora n non ha fattori primi = 3 mod 4
e 41n, e si puo utilizzare il Teorema 5.2.9 con P := {2} U{p: p = 3 mod 4}
poiché la stima richiesta dal Teorema vale con K = % per sommazione parziale dal
Teorema 4.4.1. Pid avanti otterremo una stima dell’ordine di grandezza corretto.

Esercizi.
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@ 1. (Brun) Dimostrare che ¥ p~!, dove la somma & estesa a tutti i numeri primi
p tali che p+ h ¢ primo ed & € N* ¢ fissato, ¢ convergente.

Riferimenti. Il Teorema 2.6 in Halberstam & Richert [58], citato anche nel §5.6, da ri-
sultati uniformi e del corretto ordine di grandezza. Per la (5.3.1) in generale si veda Nagel
[129]. 1l prodotto infinito converge per il Teorema degli Ideali Primi. Per la definizione
generale di discriminante di un polinomio, Childs [15] Parte III, Cap. 15. Per la possibilita
di esprimere il simbolo di Legendre tramite opportuni caratteri, Davenport [22] Cap. 5.

5.4 1l crivello “grande”

Vogliamo illustrare brevemente un approccio radicalmente diverso ai crivelli: nel-
I’esempio precedente del crivello combinatorio, si elimina la classe di resto 0
modulo tutti 1 fattori primi di un certo parametro M. Ora vogliamo eliminare
piu classi di resto simultaneamente. Per fare questo, sviluppiamo la teoria dei
polinomi trigonometrici.

Definizione 5.4.1 Dati due interi M € 7., N € N* chiamiamo polinomio trigono-

metrico di coefficienti ayyy1, ..., ayyn € C la funzione della variabile reale x
definita da
o MEN M+N .
SO= Y ae(mr)= Y a,e”™
n=M+1 n=M+1

Definizione 5.4.2 Dato un numero reale x poniamo
def . .
x| = min |x — n| = min{ {x},1—{x} }.
nez
Dati R numeri reali xy, ... xg, diciamo che essi sono d-ben spaziati se

min||x,-—xj|| >0 >0.
i#j

Teorema 5.4.3 Se i numeri reali xy, ... xg sono d-ben spaziati, allora

R M+N
Y IScHPF<(N+287") Y Ja)
j=1 n=M+1

Per la dimostrazione useremo la seguente generalizzazione della disuguaglian-
za di Bessel, che si ottiene come caso particolare quando gli §i formano un insieme
ortonormale.
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Lemma 5.4.4 (Selberg) Sia X uno spazio vettoriale su C con prodotto scalare

() siano €, &, ..., &, 0 € X\ {0} e sia [|9]lx := (9, (1))1/2 Posto

R (9,8 )]
b YL, sina Z == <ol
k=1 j=1 J
Dim. Qualunque siano i numeri complessi ay, ..., ag si ha

ofo-Fa.

R R
- H?H%c - 292{ Zlaj(g,gj)} +Y Y aii(§,8)
=

i=1j=1

R 1 R R

<lofk -2 { R ai0.8)}+5 Y Y llal +laPIEE)
]; R_Rj_

= ol -2 { X a8+ 1 Y P12l

~.
I
—
-
I
—_
~.

dove abbiamo utilizzato la dlsuguaghanza luv| < 5 (|u|2 + [v[?) valida per ogni u,
veC. Lasceltaa; := @,éj)bj da il risultato voluto. O

Dim. del Teorema 5.4.3. Sia X := (*(7Z), lo spazio (di Hilbert) delle successioni
in Z di quadrato sommabile, munito del prodotto scalare

(0.B)= Y 0By,  dove &= (Gn)uez, BE (Bulnen.

- nez

Il nostro primo obiettivo ¢ la disuguaglianza
R
Z <(@N+1+287") Y an), (5.4.1)

dove

Nel Lemma di Selberg 5.4.4 prendiamo ¢ := (¢y)nez, éj = (&(J)n)nez, dove

0 def Jan se|n| <N,
" 0 altrimenti;
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e
e(—nx;) se [n| <N,
~ def
&(J)n = e(—nx;) ((N—FL—|n|)/L)1/2 se N<|n|<N+L,
0 altrimenti,

ed L ¢ un intero che sceglieremo piu avanti. Evidentemente
2 u 2 A
0l = Y lanl*,  (9.8)= )} ane(nx;)=5S(x)).

n=—N n=—N

Inoltre (éi,éi) = 2N + L, mentre, utilizzando le identita

Al _ sin((2N +1)mar)
,,ZZ_NC(”“)‘ (o)
N N 2 /sin(Nma)\ >
X =)= 3 coa = ()

valide per o0 ¢ Z e che si dimostrano facilmente per induzione, per i # j si trova

L sin? (N +L)n(xi — x;)) —sin® (Nm(xi — %))
(éi’§j> - <in? (thxi —xj)) j

)

e quindi
1

Lsin®(n(x; —x;))

(5,81 <

Inoltre per || < % si ha |sin(mwot)| > , € a causa del fatto che gli x; sono -ben
spaziati, fissato i ci sono al massimo due indici j per cui ||x; — x;|| € [kd, (k+1)8).
In definitiva

!
Z|§ g) |<2N+L+]§l R c—

<2N+L _
* +Z4L||xl—x]||

1
2N+L+4LZ

L 5)2!{J [lxi = x| € [n8, (n+1)3) }

<2N+L+4L82 Z e

1
<2N+L+ —.
SZN AL+ IS
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Scegliendo L := [8’1] + 1 si ottiene la (5.4.1). 1l Teorema segue in generale
osservando che il modulo di S(x) non cambia se si moltiplicano tutti gli a, per la
stessa costante di modulo unitario, e questa puo essere scelta in modo tale che le
“frequenze” n appartengano ad un qualsiasi intervallo dato [M + 1,M + N]. U

Prima di passare alle applicazioni aritmetiche, facciamo due osservazioni a
proposito della funzione N + 28! che compare a secondo membro nell’enunciato
del Teorema 5.4.3. Per prima cosa, notiamo che per la disuguaglianza di Cauchy—
Schwarz, se R =1 si ha

M+N 2 MaNMEN M+N
‘ y ane(nx)‘ < Y 1Y af=NY |al
n=M+1 n=M+1 n=M+1 n=M+1

Inoltre, dato che (x;,x; +8) N (x;,x;+0) = @ se i # j, la quantita

X 2
PIINEN]
j=1
& una somma di Cauchy per la funzione |S(x)|? sull’intervallo [0, 1] e quindi
R ) 1 ) MAN
5. 1P = [ IS@Pdr= Y il
j=1 0 n=M-+1

Dungque la funzione N 428! & pressoché ottimale.

Definizione 5.4.5 Sia B un insieme non vuoto di numeri primi; per ogni p € B3
sia assegnato un insieme Q, C 7, di cardinalita ®(p) := |Q,|. Dato un insieme
finito A C N* poniamo
def
So(A:P) = So(A:P; {Qp}) = {a € A: amod p ¢ O, ¥p € P}
def
S(AP) = S(AP:{Qp}) = [So (AP {Q )]

Definizione 5.4.6 Dato Q > 1, 'insieme delle frazioni di Farey e definito da

def

F=rO*{  q<01<a<q (@g) =1}

Osservazione 5.4.7 L’insieme F(Q) e Q™ 2-ben spaziato; infatti, dati a /q1 e
az/qx € F(Q), se essi sono distinti si ha

a ar
q  q2

- 1 1
_ e —aaq| > (5.4.2)

9192 T qiqp — 0
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Teorema 5.4.8 Dati M, N € N*, un insieme non vuoto di numeri primi B, siano
A:=M+1,M+NNNeB=3BR):={neN:p|ln=peP} Sihala
disuguaglianza

2
N—+L2Q dove LY Z .U2(51)H_(D(p)

S(A,P) < :
q€BN[1,0] plg p—o(p)

Dim. 2 Si osservi che questo risultato non dipende dalle particolari classi di resto
negli insiemi Q,,, ma solo dalla loro cardinalita ®(p). Inoltre, ponendo Q, := @
per p ¢ B, si pud sempre supporre che 3 sia I’insieme di tutti i numeri primi.
Poniamo a, :=0sen ¢ So(A4,B) e

def MIN 0 elnx def o(p)
SWE Y e, @=L =0

Si osservi che J & moltiplicativa. Per il Teorema 5.4.3 e per la (5.4.2) con d = 0?2
¢ sufficiente dimostrare la disuguaglianza

\MiN an| 12(@)(9) = 1500) (@) (g) < X ( )( , (5.4.3)
n=M+1 amod g

dove Z* indica che la somma ¢ fatta solo sugli elementi di Z;. Infatti la disugua-
glianza cercata segue prendendo a, := 1 per n € Sy(A4,B), e poi sommando su g,
poiché in questo modo si ottiene

UIREDWECEGHOES M Witl¢: ) < (202500
;12% Z:g amod g

Evidentemente ¢ sufficiente dimostrare la (5.4.3) quando u(g) # 0. Suppo-
niamo che sia vera per ogni scelta dei coefficienti complessi a,, ferma restando
la condizione a, = 0 per n ¢ So(A4,B). Sostituendo a, con a,e(nP) si ottiene la

disuguaglianza
2
S( <y ( B)|" (5.4.4)

a mod ¢
Supponiamo dunque di aver dimostrato la (5.4.3) per ¢ = g e per ¢ = g2 con
(q1,492) = 1. Per il Teorema Cinese del Resto 1.2.4 e per la (5.4.4) si ha

rJs( ror s(e2)f

amod q192 q1q2) ‘ a; mod g1 a, mod ¢»

2FIXME: Controllare la dimostrazione con i lucidi sui crivelli
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1) X |s(D)[ = s @150,

ap mod q1 ql

cioe la (5.4.3) ¢ vera per ¢ = q1q2. Dunque ¢ sufficiente dimostrare che vale
quando g = p, un numero primo. Poniamo

M+N

def
S(p7a)§ Z an7

n=M+1
n=a mod p

osservando che, per costruzione, S(p,a) =0 se a € Q,,. Si ha quindi

—1 —1 M+N p—1 M+N
Ls() =E| 3 ae(Gn) =L ¥, wane(yon-m)
:n’fgirlanam;;e(% n—m))
M+N p—1
— nm;{l“anﬁm{c;)e(%(n—m)) - 1}
=p ¥ Is(p.a) - [00) (545)

D’altra parte, per la disuguaglianza di Cauchy, poiché S(p,a) =0se a € Q,,
2 C 2 C 2
SO =Y 5(p.a) P) Y IS(p.a
a=1

a=1

e si ottiene quanto voluto dividendo per p — ®(p) e sostituendo nella (5.4.5). O

Riferimenti. Questo paragrafo & un adattamento del §3 di Bombieri [10]. Si vedano
anche il §27 di Davenport [22], i Capp. 2-5 di Montgomery [119], il §4.10 di Halberstam
& Roth [59], 1 Capp. 7, 8, 18, 19 di Huxley [81] e Montgomery [121].

5.5 Applicazioni del crivello grande

La prima applicazione di questi risultati ¢ un’importantissima disuguaglianza, la
seconda ¢ una maggiorazione del giusto ordine di grandezza della quantita a primo
membro nel Teorema di Landau 2.2.3 e la terza una maggiorazione per il numero
dei primi gemelli.
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Lemma 5.5.1 Se k€ N* e Q > 1 allora

k wa)
00 L o) 2
(g:.k)=1

Dim. E sufficiente dimostrare che

k #*(q) 1 r2d

L - I 1og0.

w0 L g 2 Lav ) 70
(q7k):]

Per il Teorema 2.2.8 si ha

k 1 (q) _ #2(q) (1 1.1 )
o0 &y ola) - Ly g LUt )
(g:.k)=1 (g.k)=1

1 1
[T{1+=+=5+-..).
plk P P
Dato n € N* indicheremo con ker(n) il pid grande ¢ | n con u(g) # 0; in altre

parole, ker(n) & il prodotto di tutti i fattori primi distinti di n. Sviluppando i
prodotti (con il Teorema 2.3.1) si vede che quest’ultima quantita e

2

1 1

Z u (‘1) Z Z > Z -

g<0 4 m>1 M poh
(g.k)=1 plm=>plqk

poiché & possibile scrivere ogni n < Q nella forma n = nyny, con (ny,ny) =
(n1,k) = 1; quindi n compare nella prima somma qui sopra quando g = ker(n;) <
Qedm=ng . ([l

Teorema 5.5.2 (Brun-Titchmarsh) Per ogni ¢ € N*, a € Z con (a,q) =1, M >
I, N> 3qg siha
n(M+N;q,a) —n(M;g,a)= Y, 1

pE(M . M+N)
p=a mod g

SW(”O(%))’

dove la costante in O(-) é assoluta.
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Dim. Possiamo evidentemente supporre che 1 < a < g. Prendiamo

def | M+1—a M+N —a

7% , NN,
q q
def
P={p<0:ptq}
de:ef{—aqfl mod p}  per p €,

dacui 4] <1+ N/q. Dunque B2 {n < Q: (n,q) =1} e ®(p) = 1 per ogni
p €P. Se r =a mod ¢ & un numero primo > Q allora p { r per ogni primo p € P3;
in altre parole n:= (r —a)/q ¢ Q, per ogni primo p € P e quindi n € $(4,P),
da cui

oM +N;q,a) —n(M;q,a) < S(A4,B) + 0. (5.5.1)
Dal Teorema 5.4.8 deduciamo
N/q+1+20?
s(ap) < Va1t
L
dove
def Hz(”)
e L OIS B
neBNI[1,0] p\n n<Q
(n,g)=1
Per il Lemma 5.5.1 si ha %L >logQela(5.5.1)da
q
N +q+2qQ?
t(M+N;q,a) —nt(M;q,a) L ————— + 0,
( )= ) 0(q)logQ
ed il risultato cercato segue prendendo Q := (N/q)'/? (log(N/q)) - O

Teorema 5.5.3 Poniamo B(x;q,a) :={p < x: p=a mod q}. Per ognia, g € N*
con (a,q) = 1 esiste una costante C = C(q,a) > O tale che per x — +oo si ha

1 1
11, (5) e (10 (0))
peP(xg.a) p/)  (logx)!/o logx

Dim. Procediamo come nella dimostrazione del Teorema di Mertens 3.3.6, omet-
tendo qualche dettaglio: per sommazione parziale dal Teorema 4.4.1 otteniamo

y 117_ ﬁloglogx—kcl(% a) + O((logx) ™).
P<x

p=a mod g



126 A. Zaccagnini. Introduzione alla Teoria Analitica dei Numeri (2014)

Inoltre

: w(-l) 5 )

p<x p<x p
p=a mod q p=a mod q
1 1 1
+ Z <10g (1——) -l-—) —i—O(—).
p=a mod ¢ p p X
Il risultato desiderato segue ora passando all’esponenziale. 0
Teorema 5.5.4 Si ha
N

{n < N:rn)>0} < W.

Dim. Poniamo ) (n) := |{(a,b) € Z*: a®> + b* = n e (a,b) = 1}|, € cioe r5(n)
¢ il numero delle rappresentazioni primitive di n come somma di due quadrati.
Per il Teorema 1.4.9, r5(n) > 0 se e solo se n non ha fattori primi = 3 mod 4 e
4 4 n. Utilizziamo il Teorema 5.4.8 con 4 := [1,N]NN, P := {2} UP(Q:;4,3), ed
Q) := {0} per ogni p € P. Si ha quindi

N +20?

Hn<N: (n,2) =1,rn) >0} < 3

dove

2
def u=(q)
L= ) :
qes@nne *@)

Se poniamo k = k(Q) := [] p, dove il prodotto ¢ esteso all’insieme L(Q;4,1), la
condizione g € B(*P) N[1,Q] & equivalente a (¢,k) =1, ¢ < Q. Dal Lemma 5.5.1
otteniamo

2
w(q) _ 0(k) ( 1)
L= — > —1 =1 1——.
L o 7 eeree 11
(g,k)=1 p=1mod 4

Per il Lemma 5.53 siha L > (C(4,1) +0o(1)) (logQ)l/2 e la scelta Q := N'/2 ¢j
da quindi
N

{n<N: (n,2) =1,r(n) >0} < TlogN) 172"

(5.5.2)

Infine osserviamo che

[{n<N:rn)>0} <2 Z |{n§Nm_2:(n,2):1,r’2(n)>0}‘.

m<N1/2
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Se m € (N 13 NY/ 2] maggioriamo il corrispondente addendo a secondo membro
in modo banale, e per gli altri usiamo la (5.5.2). In definitiva

N n Z ﬁ
men1/3 M2 (log(Nm—z))l/2 N1/3<m<N1/2 m?

[{n<N:r(n) >0} <

In ciascun addendo della prima somma si ha log (Nmfz) > logN 1/3 = %logN , €

la seconda somma & banalmente < N -N~!/3 < N?/3. La tesi segue immediata-
mente. U

Lemma 5.5.5 Dato h € N*, per Q — +oo si ha

DY Y d(g)
q<Q0
(g:.h)=1

_ {@}ZQ (logQ+2y— | +2Z;°f’i> + O(Ql/zd(h)>.

plh

Dim. Per il Teorema 2.2.5 possiamo ovviamente supporre che 2 > 1 e che u(h) #0
(cioe che h = ker(h)). Poniamo B = B(h) := {n € N*: ker(n) | h}, e definiamo la
funzione aritmetica dj, come segue: d(n) = d(n) se n € B, e 0 altrimenti. Poiché
ogni g > 1 pud essere scritto in modo unico come rg’, con r € B, (h,q') =1, si ha
evidentemente

p(0)%D réd Dh( ) r;dh Dh(Q)

e quindi per la seconda formula di inversione di Mébius 2.1.12 ed il Teorema 2.2.5
si ha

Di0)= L.a,'p(2)

r>1 r
= L s { Ziog 2+ L 002 )
reB r r r
dove abbiamo scritto per brevita ¢ := 2y — 1; inoltre d~! = (Ng* No) ™! = uxpu.

Poiché ux ,u( p“) = 0 per ogni p, se o > 3, gli unici addendi non nulli nelle somme
che seguono sono quelli per cui 7 | #2. Dunque per il Teorema 2.1.5 abbiamo

Zu*u(r)% = H{1+u*u(p)%+u*u(p2)]%} = {@}2

reB plh
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Inoltre si dimostra facilmente per induzione sul numero di fattori primi di 4 che
logr o(h 2 logp
L uxn =2 { % } Yoo
r|h? plh p
Infine, sempre per il Teorema 2.1.5
1 \2
Z|y*y(r)\r—1/z =11 (1 — ]—/2) < 8d(h),
r|h? plh
che conclude la dimostrazione. 0J
Teorema 5.5.6 Sia h € N* un numero pari. Per x — oo si ha
N . 'x
{p <x: p+heprimo}| <, (logx )
Dim. Prendiamo 4 := [1,x| NN, e per p < Q poniamo &, := {0, —4 mod p}.
Evidentemente ®(p) =2 se pth, ®(p) = 1 se p | h. Quindi abbiamo

defZ 21—1 (p)_z ZH{ (L)Z_i_}

q<Q plg P q<0 pla r?
29(q) d
Y Hm >y 20s y 44
g=1 9 pujq <0 4 <0 1
ker(q)<Q (¢.n)=1 (g,h)=1

dove Q(g) & il numero totale dei fattori primi di g, poiché d(p®) = a+1 <

2% ¢ 29 ¢ M*. Per sommazione parziale dal Lemma 5.5.5 si ha infine L >

302 (h)h=2(log Q) + O4(log Q), ed il Teorema segue prendendo Q := X2 0O
Con tecniche pit raffinate (quelle accennate nel Capitolo 6) & possibile dare

una stima che fornisce la “giusta” dipendenza da & come nella (5.3.4).

Esercizi.

€ 1. Posto @ :=@, Q,:={nmod p: (n| p) = —1} per p > 2, dimostrare che
[{n <x: n=m?}| = O(x'/?) per mezzo del Teorema 5.4.8.

€ 2. *Fissato h € N* e posto Q,, := {0} se p | h, Q,, := @ altrimenti, dimostrare
che [{n <x: (n,h) = 1}| < O0(h)x/h+2ho(h). Se u(h) # 0, posto invece
Q, :=7,\{0} se p|h, Q,:= O altrimenti, dimostrare che |[{n < x: h |
n}| < x/h+2h. Suggerimento: per stimare L scegliere Q = h ed usare il
Lemma 2.1.5.

Riferimenti. La dimostrazione del Teorema di Brun—Titchmarsh 5.5.2 ¢ adattata dal §3
di Bombieri [10].
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5.6 Problemi aperti

Il Teorema di Dirichlet 4.4.1 implica che tutti i polinomi del tipo f(n) = gn+a
con (g,a) = 1 assumono valori primi per infiniti valori della variabile n. In altre
parole, tutti i polinomi di primo grado irriducibili su Q assumono infiniti valori
primi, e questo puo essere anche espresso in forma quantitativa (cfr il Teorema
dei Numeri Primi nelle Progressioni 4.4.2). Ci si chiede dunque se sia vero che
tutti i polinomi f € Zx] irriducibili su Q che non siano costanti debbano assumere
valori primi per infiniti n € N, purché p(p) < p per ogni primo p. Per esempio,
ci si chiede se il polinomio f(n) = n® + 1 assuma infinite volte valori primi, o, in
altre parole, se esistono infiniti numeri primi della forma n? + 1. La forma ottimale
del Teorema 5.2.10 asserisce che

<2 (s P(@) =131 =[] (1- 2

Pz p

X (1 + O(exp{—u(logu —log, 3u —logdeg(f) —2)})
+ Oue () (exp{~ (logx)'/2}))

purché p(p) < p per ogni primo p (questo significa che f non ha divisori primi fis-
si; si noti che per il Lemma 5.2.3 p(p) < deg(f) e quindi questa & una condizione
che puo essere verificata in un numero finito di passi) ed u := logx(logz)~! > 1.
Recentemente Friedlander & Iwaniec [29] hanno dimostrato che a2 + b* assume
valore primo il numero “atteso” di volte. Heath-Brown [72] ha dimostrato un
risultato analogo per a’ +2b°.

E noto che
nh(x)dg]{n <x:nedn+hsono primi}| < 46(h)®(1 +o(1))
X

uniformemente in 7 € N*. Questo segue da una generalizzazione del risultato
citato sopra. Hardy & Littlewood [62] hanno congetturato che

X

i) ~ S () (o

(5.6.1)

Non sono pero noti valori di 2 € N* per cui si abbia tj,(x) — +o0 quando x — 0.

In una lettera ad Eulero del 1742, Christian Goldbach ha congetturato che per
ogni intero pari n > 6 dovessero esistere due numeri primi dispari p; e p; tali che
n = p1 + pa. Detto r(n) il numero delle soluzioni (contando p; + p2 e pr + pi
come soluzioni distinte se p; # p»), Hardy & Littlewood [62] hanno congetturato

che
n

r(n) ~ S(n) (logn?"

(5.6.2)
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Vinogradov [169] ha dimostrato nel 1937 che per n dispari sufficientemente gran-
de I’equazione n = py + p2 + p3 ha soluzione. Ramaré [151] ha dimostrato che
I’equazione n = p; + p> + - - - + p, ha soluzione per ogni n > 1 con r < 7. Mont-
gomery & Vaughan [125] hanno dimostrato che esiste 0 > 0 tale che

[{n < x: n e pariedr(n) =0} < x' 3.

Risultati recenti sul problema di Goldbach binario e ternario sono dovuti rispetti-
vamente a Pintz [141] ed Helfgott [73].

Una versione precisa del Teorema 5.5.3 con un valore esplicito per C(g,a) si
trova in [105], [106].

3

SFIXME: Semplificare la dimostrazione del Teorema 5.4.8. Ottenere la costante giusta nel
Teorema 5.5.6.



Capitolo 6

Introduzione alla Teoria Analitica
dei Numeri

La Teoria Analitica dei Numeri nasce con la dimostrazione di Eulero del fatto
che esistono infiniti numeri primi, che abbiamo riprodotto nel Teorema 3.2.1. Qui
daremo solo qualche breve cenno ai risultati principali, senza alcuna pretesa di
completezza anche nelle dimostrazioni. Supporremo qualche conoscenza della
teoria delle funzioni olomorfe: si veda anche I’ Appendice §A.2. Da qui in poi
§ 1= G+ it & una variabile complessa con parte reale ¢ = R(s) e parte immaginaria
t = 3(s). Useremo le notazioni non standard St () per indicare il semipiano
{s € C: R(s) > a}, S (a) per il semipiano {s € C: R(s) < a}, e D(R) per il
disco chiuso di centro I’origine e raggio R > 0.

6.1 Il programma di Riemann

Riemann ha lasciato un solo, breve lavoro in Teoria dei Numeri [ | 53] nel quale ha
dimostrato, fra le altre cose, I’ equazione funzionale per la funzione { che ne forni-
sce il prolungamento analitico a tutto il piano complesso privato del punto s = 1,
e fatto molte affermazioni solo parzialmente giustificate: queste sono state tutte
dimostrate nei successivi 40 anni circa. Quella che ¢ nota come Congettura di
Riemann 3.1.4 ¢ stata enunciata semplicemente come “molto probabile,” e questo
fa ritenere che Riemann avesse dimostrazioni rigorose di tutte le altre afferma-
zioni, e che non le abbia incluse nell’articolo citato sopra per brevita. In effetti,
negli anni *30 Siegel, esaminando gli appunti di Riemann conservati all’Univer-
sita di Gottingen, scopri che Riemann conosceva, fra le altre cose, uno sviluppo
asintotico per { valido nella striscia critica.

L’ obiettivo indicato all’inizio dell’articolo di Riemann era quello di dimostrare
una formula esplicita che leghi la funzione 7 agli zeri della funzione zeta: daremo

131
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questa formula (6.8.3), senza dimostrazione, piu avanti. Oggi si preferisce ottene-
re una formula esplicita per la funzione y di Chebyshev, perché questa risulta pid
semplice da utilizzare: ¢ quello che faremo anche qui.

Vediamo ora gli ingredienti fondamentali della dimostrazione classica del Teo-
rema dei Numeri Primi. Possiamo riassumerne i punti fondamentali come segue:

1. Dimostrazione dell’identita fondamentale, valida per s € ST (1),

c<s>déf2$=l[](l—}%)l

n>1

dove il prodotto ¢ esteso a tutti e soli i numeri primi.
2. Equazione funzionale e prolungamento analitico della funzione .

3. Espressione di { come prodotto di Weierstrass sugli zeri, e stima del numero
degli zeri di C nella striscia critica 0 < ¢ < 1.

4. Determinazione di una regione libera da zeri.

5. Espressione di y(x) mediante un opportuno integrale complesso su un cam-
mino illimitato contenuto nel semipiano ST (1).

6. Deformazione del cammino di integrazione: connessione fra y e gli zeri
della funzione € (1a formula esplicita).

Queste sono le “tappe” che portano alla dimostrazione del Teorema dei Nume-

ri Primi. Le parti pid complesse sono la dimostrazione dell’equazione funzionale,
la formula esplicita e la determinazione della regione libera da zeri. Non daremo
proprio tutti i dettagli, ma cercheremo di indicare almeno i punti fondamentali
della dimostrazione di ciascuna parte del nostro programma.
Riferimenti. L articolo originale di Riemann [153] & riprodotto, tradotto in inglese,
nelle ultime pagine di Edwards [31], il cui primo capitolo ¢ interamente dedicato ad un’a-
nalisi estremamente puntuale e dettagliata di tutti gli aspetti lasciati aperti o non suffi-
cientemente spiegati da Riemann. Gli altri capitoli sono dedicati agli sviluppi successivi,
in grandissima parte motivati dagli spunti presenti nell’articolo di Riemann. In nessuno
degli altri libri interamente dedicati alla funzione C (Ivi¢ [85], Titchmarsh [164]) si puo
trovare qualcosa di analogo.

6.2 L’equazione funzionale della funzione zeta

In questo paragrafo dimostreremo che la funzione { soddisfa un’equazione fun-
zionale che permette di ricavare le sue caratteristiche nel semipiano § *(%) co-

noscendole nel semipiano § +(%) Dato che le caratteristiche pit importanti di C
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nel semipiano ST (1) sono note, mediante la trasformazione s — 1 — s possiamo
ricavare le proprieta di  in $7(0): si veda la Figura 6.2. Resta fuori da questo di-
scorso la striscia 0 < ¢ < 1, che viene detta striscia critica. Vedremo oltre che per
quello che riguarda la distribuzione dei numeri primi, ci0 che conta ¢ il numero e
la posizione degli zeri della funzione { in questa regione. L

Notiamo anche che la funzione zeta soddisfa la relazione {(5) = {(s) (princi-
pio di riflessione) perché dalla definizione come serie di Dirichlet & chiaro che
¢ reale sull’asse reale. Questo comporta, in particolare, che eventuali zeri p non
reali vengano a coppie p € p.

Teorema 6.2.1 (Eulero & Riemann) La serie ed il prodotto

1

1 -1
- ] — —
nzlns IPT< ps)

convergono totalmente e quindi uniformemente in tutti i compatti contenuti nel
semipiano S+ (1) e rappresentano la stessa funzione olomorfa, detta funzione C di
Riemann. La funzione  ha un prolungamento meromorfo ad S*(0), e nel punto
s = 1 ha un polo semplice con residuo 1.

Dim. Sia K un compatto contenuto nel semipiano S (1): per la continuita del-
I’applicazione s — JR(s), esiste sop € K in cui questa assume valore minimo, ed
evidentemente 6o = R(sp) > 1. La convergenza totale della somma e del prodotto
¢ una conseguenza immediata delle disuguaglianze

Z

(&}
1”

= (o) < &(o0).

s
]n

La rappresentazione come prodotto di Eulero segue immediatamente dal Teorema
2.3.1, poiché N_; € 9t*. Preso poi un numero reale x > 1, per la formula di
sommazione parziale (A.1.3), nel semipiano S (1) si ha

ZLZMJFS/lxtS[%dt:MJFL(I_XI_S) g 1 z£+}1

g=nt X x s—1

Dunque,

{(s) = lim l:L—s/+ 1L 6.2.1)
xofeo =S 5 —1 A

Quest’ultima formula fornisce il prolungamento analitico di { al semipiano ST (0),

privato del punto s = 1, in quanto I’integrale ¢ totalmente convergente in ogni

compatto contenuto in $*(0), ed & anche chiaro che { ha un polo semplice con

residuo 1 ins = 1. U
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Osserviamo che, ricordando la definizione della costante di Eulero data nella
(A.4.1), si verifica immediatamente che

lim (z;(s)— ! ) - /1 +°°%}dt:y. 6.2.2)

s—1 s—1

Lesistenza di un prolungamento meromorfo al semipiano S (0) puo essere di-
mostrata osservando che

1 1

121950 = £ 2% = L2 L o= L
T

)n+1
. (6.2.3)

n>1 n>1

Quest’ultima serie converge nel semipiano dato: si proceda come nella dimostra-
zione del Teorema 4.2.6, osservando che la funzione periodica f(n) = (—1)"*! si
comporta essenzialmente come un carattere di Dirichlet non principale, nel sen-
so che la somma dei suoi valori su un intervallo di interi consecutivi ¢ limitata.
Quindi { & prolungabile: il vantaggio della relazione (6.2.3) sulla (6.2.1) sta forse
nel non avere una funzione integrale meno naturale della serie di Dirichlet, ma,
viceversa, la formula (6.2.1) esibisce direttamente il polo semplice. L’esistenza
del polo semplice con residuo 1 puo essere dedotta anche dalla (6.2.3) osservan-
do che vicino ad s = 1 si ha 1 — 2175 = (s — 1)log2 + o(|s — 1|) mentre la serie
all’estrema destra della (6.2.3), valutata in s = 1, vale log2. In entrambi 1 casi, il
prolungamento analitico dato ¢, parafrasando Riemann, una formula che vale per
un insieme pid grande di valori di s piuttosto che una serie di potenze con raggio
di convergenza piu grande.

Teorema 6.2.2 Nel semipiano S* (1) vale la rappresentazione

o | (]

dove u e la funzione di Mobius e sia la serie che il prodotto sono uniformemente
convergenti in ogni compatto contenuto nello stesso semipiano S.

Dim. La convergenza uniforme di serie e prodotto nel semipiano S*(1) si dimo-
strano esattamente come sopra, dato che |u(n)| < 1 per ogni n € N*. Inoltre &
chiaro dal Teorema 6.2.1 che il prodotto vale 1/(s). O

Corollario 6.2.3 (s) # 0 per tutti gli s nel semipiano S*(1).

Dim. La convergenza assoluta della serie g(s) := Y, u(n)n™* ed il Prodotto di
Eulero implicano che g(s){(s) = 1 per ogni s con R(s) > 1, da cui evidentemente
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(s) # 0: in altre parole, un eventuale zero di  in ST (1) comporterebbe un polo
di 1/C. Ci si puo anche basare sulla seconda dimostrazione del Teorema 2.3.1 con
f(n)=n"":1a(2.3.3) ela (2.3.4) conx = 1 + (2/(c — 1)) /=1 implicano

tedr 1 1
< = -1 %<1

n>x

(oI (1) -1

p<x

e questo da una contraddizione se {(s) = 0. O

In generale, quest’ultima parte implica che un prodotto di Eulero convergente
si annulla solo agli zeri dei suoi fattori.

Teorema 6.2.4 (Riemann) La funzione  definita da

1 1
E(s) d:efis(s — 1)n-s/2F <§s) E(s), (6.2.4)
¢ olomorfa su C, non ha zeri in ST (1)US™(0), e soddisfa I’equazione funzionale

&(s) =&(1 —s). (6.2.5)

La (6.2.5) fornisce dunque il prolungamento analitico di {a C\ {1}.

Dim. Diamo una dimostrazione senza troppi dettagli: in S7(1) e per n € N*

oo oo
['(s) :/ e dr = ns/ X e Mdx
0 0

e quindi in ST (1) si ha

o0 xS*l
C(s)T(s) = Y T(s)n~* = / dx. (6.2.6)
=1 o e —1
Consideriamo I’integrale
def 1 2!
1 dz 6.2.7
()= 27:1/ye T (62.7)

dove 7y ¢ il cammino nella Figura 6.1, nella quale ¢ sottinteso che le semirette
indicate con A e C giacciono entrambe sull’asse reale negativo, e che il raggio
della circonferenza & p < 2m. Inoltre definiamo z* := exp(slogz) dove |arg(z)| <
7. Si puo far vedere che la (6.2.7) definisce una funzione analitica di s il cui
valore ¢ indipendente da p, e che per p — 0+ I’integrale sulla circonferenza tende



136 A. Zaccagnini. Introduzione alla Teoria Analitica dei Numeri (2014)

i . R=02N+1)m
__
A
B .
o —2mi .

Figura 6.1: I cammini di integrazione nel Teorema 6.2.4.

a 0; combinando i due integrali sulle semirette A e C mediante i cambiamenti di
variabile z := re™™, z := re™ rispettivamente, si trova

7l (s) = sin(7s)(s)E(s) da cui C(s) =T (1—s)I(s). (6.2.8)

Questa formula fornisce il prolungamento analitico di { a C, privato dei pun-
ti in cui I'(1 —s) ha dei poli, e cioe N*, e possiamo dunque usarla in S~ (0).
Consideriamo la funzione

det 1 2!
IN(s) = — d
w(s) 2mi /C(N) e i1 "

dove C(N) ¢ il cammino nella Figura 6.1, con convenzioni simili a quelle sopra, e
la circonferenza esterna ha raggio R = (2N + 1)m, con N € N. Si puo dimostrare
che per N — 4o I’integrale sulla circonferenza esterna tende a 0; per il Teorema
di Cauchy abbiamo dunque

N
In(s) =Y ((2min)* '+ (—2min)* ")
n=1
N 1 1 N
=Y (2nn)* '2cos(5m(s— 1)) =2(2m)* 'sin(5ws) Yt
n=1 2 2 n=1
—2(2m)* ! sin(%ns) (1 —s) (6.2.9)
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per N — +c. Ma per N — oo si ha anche Iy(s) — I(s) e confrontando le
due espressioni (6.2.8) e (6.2.9) si ottiene I’equazione funzionale nella forma
asimmetrica

(2m)* sin (4 7s) 0o (2m)*
sin(7s)['(s) =)

o) = ~ 2cos(1ns)[(s) =9

Per ottenere la forma dell’enunciato si usano le proprieta della funzione I': in
particolare, sostituendo al posto di I'(s) il valore fornito dalla (A.2.6) si ottiene

-,
i) o

dopo alcune semplificazioni, e da questa deduciamo

C(S)FGS) n? = n—s/2+1/zr<% _

C(S) _ J.';s-i—1/2

35)E1 =),

e I’equazione funzionale segue immediatamente moltiplicando per %s(s -1). O

Dimostrazione alternativa. Ricordiamo che la (6.2.1) vale per s € S7(0) \ {1}:
posto O(¢) = {t} — %, la possiamo riscrivere nella forma
a0

— — dr.
s_1 2 %)

C(s) =

Questa ¢ la formula (2.1.4) di Titchmarsh [164] e fornisce il prolungamento di

a St(—1)\ {1}, poiché ¢ ha periodo 1 ed ha media nulla, e quindi I'integrale a

destra converge per 6 > —1. Sfruttando I’identita

1 1 Loz
U]

= —y dr
s—1 2 o t5t1 77

valida per s € $7(0), nella striscia —1 < 6 < 0 possiamo dunque riscrivere la
(6.2.1) come
[0

C(s) =—s s dr.

Questa ¢ la (2.1.6) di Titchmarsh [ 164]. Sfruttando lo sviluppo in serie di Fourier

o(t) = {t} —% =-) sin(2nn) (6.2.10)

n>1 n

e poi facendo un cambio di variabile troviamo

Ky 1 [/t sin(2nn Ry 21n)S [ sin
C(S):_Z‘/O St(sTnlt)dt:EZ(n)/o Sysg)dy

TCnle’l n>1
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Figura 6.2: Conseguenze dell’equazione funzionale.

— %(275)“(—F(—s)) sin(1ms)¢(1—s),

in —1 < ¢ <0, per la formula del §3.127 di Titchmarsh [165]. Si puo poi prolun-
gare ad S (0), ottenendo una variante dell’equazione funzionale. Lo scambio di
serie e integrale ¢ giustificato dal Teorema della Convergenza Limitata. 0

La Figura 6.2 illustra alcune conseguenze dell’equazione funzionale: il valore
della funzione C in s pud essere utilizzato per ottenere il valore in 1 —s. In par-
ticolare, se p € uno zero nella striscia critica, allora anche 1 —p € uno zero, ed ¢
nella striscia critica. Inoltre, a causa della relazione {(5) = {(s), anche p & uno
zero, e, di nuovo per I’equazione funzionale, c¢’¢ uno zero anche in 1 —p.

Corollario 6.2.5 La funzione € & olomorfa su C\ {1}, non ha zeriin 6 > 1 e per

6 < 0 si annulla solo nei punti s = —2n, con n € N*. Nella striscia 0 < 6 < 1 ha

gli stessi zeri di &, detti zeri non banali. Inoltre, dalle (6.2.6) e (6.2.8) si ricava la

rappresentazione {(2n) = 22"~ B,n*"(2n)!~! per n € N*, dove i B, sono i numeri
¢ 1 di Bernoulli definiti nell’Appendice A.4. Dunque {(2n)n=>" € Q.
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Esercizi.

€ 1. Dimostrare che per ogni n € N* si ha {(2n)n~%" € Q*. In particolare,
£(2) = w?/6, {(4) = 7*/90 e {(6) = n®/945. Suggerimento: sviluppare
in serie di Fourier sull’intervallo [—m, ] la funzione f(x) = x", e poi usare
I’identita di Parseval, procedendo per induzione.

¢ 2. Dimostrare che anxlogzn = x(log?x — 2logx +2) + O((logx)z). Sugge-
rimento: usare la formula di Euler—Maclaurin A.1.2.

¢ 3. * (Ingham) Dimostrare che in ST (1) vale I’identita

AN I\ 2 "
-0
g g g
Riconoscere che la somma dei coefficienti a, con n < x delle due serie di
Dirichlet ¢ il primo membro di una delle formule di Selberg 3.4.2. Usando
anche alcuni degli esercizi precedenti, dimostrare che esistono costanti a, b,
c € R tali che in ST (1) si ha {"(s) = al(s)> +bL(s)? + cC(s) + L= ann ™
dove ¥, <, a, = O(x*) per qualche o < 1. Utilizzare tutti questi risultati per
dimostrare le formule di Selberg del Teorema 3.4.2. In un certo senso, si

puo dire che la dimostrazione elementare data nel Capitolo 3 “corrisponde”
a dimostrare queste relazioni senza usare 1’analisi complessa.

Riferimenti. Teoria delle funzioni olomorfe: Ahlfors [2], Titchmarsh [165] oppure
Whittaker & Watson [173]. Prolungamento analitico ed equazione funzionale: Davenport
[22] Cap. 8, Ingham [84] §3.2 o Titchmarsh [164] Cap. 2, dove ne sono riportate ben
sette dimostrazioni, oppure Titchmarsh [165] §§4.43-4.45. L’ equazione funzionale ¢ stata
scoperta da Eulero: si vedano i §§2.2-2.3 di Hardy [60].

6.3 Altre proprieta di {in S (1)

Lemma 6.3.1 In ST (1) valgono le identita

1
log{(s) Zlog(l - —> -y Z>’1 Ty 6.3.1)

_%(S) -y A(”) _ [ v(x) d

s s+1
n>1 n 1 X

(6.3.2)

e

Dim. La prima relazione segue dall’identita nell’enunciato del Teorema di Eulero
& Riemann 6.2.1 e dalla formula di Taylor per log(1 —x). Derivando membro a
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membro la seconda uguaglianza si trova

I I L)

ms
p m>1 mp

come si voleva. L’ultima uguaglianza nella (6.3.2) vale perché

ZA( B +/x5+1

s
n<N n

e per il Teorema 3.2.3 si ha Y(N) < N e dunque possiamo mandare N — +oo. [J
Diamo ora una dimostrazione alternativa del Corollario 3.3.5 che utilizza la

funzione zeta: si noti che la dimostrazione & essenzialmente reale e che si usano

solo proprieta della funzione zeta e della sua derivata su (1,+o0).

Dimostrazione del Corollario 3.3.5. Sia s reale con s > 1. Le relazioni

lim (s—1)¢(s) =1, lim (s—1)%¢(s) = —1

s—1+ s—1+

sono conseguenze rispettivamente della (6.2.1) e del Lemma A.1.3. Poniamo
f(s):=—=C'/¢(s) ericordiamo il Lemma 6.3.1 ¢ in particolare la rappresentazione
(6.3.2). SiaoraA > A* ed x > xp(A): dunque

X0 W(l‘) +°°A X0 ll[(t) +ooA
f(S)SS/l mdl"‘S/);o t—sdTSS/l‘ t_Zdt+S/1 t—sdl
X0 t A
:s/ v() 4, A
1

12 s—1°
Dunque
_ , o w( )
1= lim (s—1)f(s) < lim (s(s—1) dr+As) =A.
s—1+ s—1+ 1
Quindi A > A* implica A > 1, e questo significa A* > 1. OJ

6.4 Distribuzione degli zeri della funzione zeta

Dato il polinomio f(z) = a,7"+ -+ +ap con ag # 0, a, # 0, e con le radici Aj,
., Ay ripetute ciascuna secondo la propria molteplicita, € un fatto elementare che

f =gdove
g(z):ao(l_x_)”'(l_x%)’ (6.4.1)

perché f e g sono polinomi dello stesso grado, con stesse radici e termine noto.
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Se invece f ¢ una funzione olomorfa qualsiasi, il prodotto corrispondente alla
(6.4.1) potrebbe contenere infiniti fattori, € non ¢ quindi detto che debba essere
convergente, oppure potrebbe essere vuoto e dunque non avere nulla a che fare
con f. Potremmo dire, approssimativamente, che la convergenza del prodotto
dipende dalla “densita” degli zeri di f. Per una classe importante di funzioni (le
cosiddette funzioni intere di ordine finito) gli zeri non possono essere troppo densi
in un senso quantitativamente preciso che dipende dalla formula di Jensen (6.4.4),
e quindi ¢ possibile dimostrare il risultato che corrisponde alla fattorizzazione
(6.4.1). Torneremo su questo argomento alla fine del paragrafo.

Teorema 6.4.1 (Prodotto infinito) La funzione & ha un’infinita di zeri p := B+1y
nella striscia 0 < 6 < 1, disposti simmetricamente rispetto all’asse reale ed alla
retta G = % Inoltre, esistono costanti A, B € R tali che

E_,(S) — eA-‘rBSH (1 . i) es/p défeA-‘rBS lim H (1 o E) es/p’ (642)
lpl<T

N P T—+oo

dove il prodotto converge per tutti gli s € C, e p indica il generico zero non banale
di .

L’esistenza della fattorizzazione data nell’enunciato (il cosiddetto prodotto di
Weierstrass sugli zeri) dipende dalla teoria generale delle funzioni intere di ordine
finito, della quale ricordiamo brevemente qualche rudimento.

Definizione 6.4.2 (Ordine di una funzione intera) Definiamo ordine della fun-
zione intera f ’estremo inferiore . dei numeri reali positivi u tali che

f(z) = Ou(exp(|z]")). (6.4.3)

In generale, non & detto che « sia finito: si pensi alla funzione f(z) = e
Se oo € R, diremo che f ha ordine finito: nel seguito supporremo tacitamente che
questo sia vero. Chiamiamo n(R) il numero degli zeri p della funzione olomorfa f,
contati ciascuno con la rispettiva molteplicita, tali che |p| < R. C’¢ una relazione
molto stretta fra I’ordine o di una funzione intera ed il numero di zeri che questa
puo avere all’interno del cerchio D(R) con centro nell’origine e raggio R > 0.

Lemma 6.4.3 (Formula di Jensen) Sia f: D(R) — C una funzione olomorfa ta-
le che f(0) # 0 e priva di zeri su {|z| = R} = d0D(R). Siano p1, P2, ..., Pn gli
zeri di f in questo cerchio, ripetuti secondo la rispettiva molteplicita, di moduli
rispettivi0 < ry <rp <--- <r, <R. Si ha dunque

L

R" R
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Non ¢ difficile dare una dimostrazione di questo Lemma osservando che se
vale separatamente per f e per g, ¢ immediato che valga per f-g a causa del-
I’additivita delle espressioni nella (6.4.4). Dunque ¢ sufficiente dimostrare che
vale per funzioni che non hanno zeri in D(R) e per funzioni del tipo ¢(z) =z —p
con 0 < |p| < R. La prima parte & una conseguenza immediata della formula
di Cauchy, poiché, se f ¢ olomorfa e non nulla in D(R), allora anche log f ¢
olomorfa nello stesso insieme. In questo caso, tutti i membri della (6.4.4) val-
gono 0. Per quanto riguarda la seconda parte, basta osservare che la funzione
2(z) = 0(z)(R*> —pz)/(R(z — p)) evidentemente & olomorfa e non nulla in D(R),
e quindi si pud usare la prima parte. Inoltre, |g(z)| = |¢(z)| su |z| = R. L'ugua-
glianza a destra nella (6.4.4) si dimostra osservando che uno zero di modulo ry
contribuisce positivamente all’integrale solo sull’intervallo [rg,R], e in questo in-
tervallo fornisce una quantita log(R/ry). Si noti infine che il secondo membro
della (6.4.4) ¢ continuo come funzione di R anche nei punti in cui f si annulla.

Sia n(R) il numero di zeri che la funzione intera f ha all’interno del cerchio
D(R), ed a I’ordine di f. Per R grande (purché distante dai moduli degli zeri di
f), il primo membro della formula di Jensen (6.4.4) & Og(R*"¢). Dato che n(R) &
monotona crescente, si ha

n(R) =n(R) /I:R%dt < /RCR@dr = Oz (R™"),

e, in definitiva, che n(R) = O¢(R*"#). Da questo si deduce immediatamente che

Y oI ¢ (6.4.5)
p

converge, dove p indica il generico zero della funzione f, supponendo che f(0) #
0. Infatti, per la formula di sommazione parziale, si ha

1 n(R) R n(t)
;R ,o+e — Rote + (a+8)/0 fotet] dr.
rrl_

Man(t) = O (t‘“‘q/ ?), e quindi quest’ultimo integrale & convergente.
Dimostrazione del Teorema 6.4.1. 1.’ equazione funzionale soddisfatta dalla fun-
zione & implica che I’ordine di § & 1: infatti, a causa della presenza della funzione
T, per la formula di Stirling (A.2.2) si halog&(s) ~ Cslogs quando s — oo lungo
I’asse reale. Inoltre, per la (6.2.1), la funzione & limitata da C|s| nel semipiano
c> % privato di un intorno del punto s = 1, e per la formula di Stirling genera-
lizzata (A.2.3) la funzione I" ¢ “grande” in modulo solo in prossimita dell’asse
reale.

Questo significa che la (6.4.3) non vale con u = 1, e si puo dimostrare che
questo fatto implica I’esistenza di infiniti zeri di &: infatti si dimostra che la serie
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(6.4.5) diverge per € = 0, e questo puo accadere solo se & (e dunque ) ha infi-
niti zeri.! L equazione funzionale ed il Lemma 6.2.3 implicano che questi zeri
sono nella striscia 0 < ¢ < 1. L’esistenza delle costanti A e B segue dalla teoria

generale delle funzioni di ordine finito. E possibile dimostrare che A = —log2,
B= %log(4n) —1- %y, e che I’ordinata dello zero con parte immaginaria positiva
minima ¢ ~ 14.13. U

In generale, sia f una funzione intera di ordine a: dalla (6.4.5) sappiamo che
gli zeri di f non sono troppo densi, e da questo vogliamo dedurre che ¢ possibile
dare ad f una fattorizzazione simile a quella valida per i polinomi che abbiamo
visto in (6.4.1). Come possiamo garantire che il

S
lim ] (1——)
Totepler v P

esista finito? Una possibilita & quella di “correggere” ciascun fattore 1 —s/p
mediante un opportuno esponenziale: piu precisamente, consideriamo la quantita

2 n

def s s
s)=pp(ssn)=(1——Jex +—+~~~+ ,
Pp(s) = pp(s;n) ( p) P(p 202 np”)

dove n ¢ un intero fissato che sceglieremo dopo. Prendiamo s complesso in un
compatto che non contenga zeri di f, e consideriamo solo zeri p di f per cui
|p| > |s|. Per ciascuno di questi zeri si ha banalmente che

§n s S2 |S|n+1
Ingp<S):_Z mpm+6+2_p2 . - - mpm_ <|p|n+1 )
m>n

per la formula di Taylor con resto per la funzione log(1 —z). Se scegliamo n in
modo che n+1 > @, la (6.4.5) garantisce che

hm Z log pp(s)
“lpl<T

sia uniformemente convergente in ogni compatto fissato che non contiene nessuno
degli zeri di f, e quindi che il prodotto di Weierstrass sugli zeri di f definito da

) E T po(s)
p

sia a sua volta convergente ad una funzione olomorfa. Osserviamo che il pro-
dotto potrebbe essere vuoto, se f non ha zeri, ma si pud dimostrare che g(s) :=

'FIXME: Inserire qualche dettaglio; vedi anche Ingham
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f(s)/Ps(s) & una funzione olomorfa priva di zeri, di ordine o, ed ¢ relativamente
facile dedurne che g ¢ I’esponenziale di un polinomio di grado al pid o. Per i
dettagli si veda Titchmarsh [165] §8.24. In definitiva, ¢ sufficiente dimostrare che
g non cresce troppo rapidamente su una successione di circonferenze il cui raggio
tende a +oo, € per ottenere questo si deve trovare una opportuna minorazione per
Py. Quest’ultima si dimostra trattando separatamente gli zeri di modulo “piccolo,”
intermedio e “grande” e sfruttando quanto gia dimostrato sopra a proposito della
loro densita.

Nel caso della funzione & abbiamo o = 1, e quindi il fattore e’/P ¢ sufficiente
a garantire la convergenza del prodotto infinito.

Esercizi.

¢ 1. Si completi la dimostrazione della formula di Jensen (6.4.4). Si dimostri
che se |z| = R allora |(R* —pz)/(R(z — p))| = 1 moltiplicando per 7/R.

Riferimenti. Prodotto infinito: Ingham [84] §1I1.7-8; Davenport [22] Cap. 11-12.

6.5 La regione libera da zeri

La formula esplicita nella forma troncata del Teorema 6.6.4 ci dara la dipendenza
del termine d’errore nel Teorema dei Numeri Primi dalla posizione e dal numero
degli zeri di zeta. Come vedremo pid dettagliatamente nel prossimo paragrafo,
per poter avere una buona stima per il termine d’errore ¢ necessario che gli ad-
dendi della somma sugli zeri non siano individualmente troppo grandi. Se per un
qualche zero p = B+ 1Y, la parte reale B fosse molto vicina ad 1, il suo contributo
(sommato a quello del coniugato 3 —iy) alla somma in questione sarebbe

xB+ly xBfi’Y xB

B+iy B—iy P4y
Per quel che ne sappiamo, i due termini “oscillanti” x'¥ ed il suo coniugato potreb-
bero talvolta “coalizzarsi” e far si che il termine in (6.5.1) sia cosi grande da can-
cellare in parte il termine x nella formula esplicita che vorremmo essere il termine

dominante. In altre parole, la quantita in (6.5.1) potrebbe essere frequentemente
cosi grande da far si che

((B it 4 (B+iy)x’w> . 6.5.1)

o X ) X
hmmfM <1 hmsupM > 1.
X—r oo X X—r—+o0 X
In effetti, dimostreremo che eventuali zeri con  molto vicino ad 1, sempre am-
messo che esistano, hanno Y molto grande, e, in definitiva, il contributo di ciascuno

zero non ¢ tale da influenzare il termine principale della formula esplicita.
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La parte della regione libera da zeri nel
semipiano t = 3(s) > 0. Per t — oo
I’ampiezza della regione all’altezza ¢ ¢
> (logt)~!

Y

S =

N[—=

Figura 6.3: La regione libera da zeri.

Lemma 6.5.1 Esiste un numero complesso C tale che

_%(s) _ s_%+c+%¥<;s+1> —Zp:(s_ler%)

per tutti gli s complessi diversi da zeri o poli di €.

Dim. Osserviamo che una forma equivalente della definizione della funzione & &
E(s) = (s — 1)m~*/2T" (15 +1) {(s). Da questa deduciamo immediatamente che

ilogﬁ(s):s%—llg +1£/<2s+1> C’()

ds 1 2 2T €
D’altra parte, dal Teorema 6.4.1 deduciamo
d 1 1
= =B+Y(— ).
% og&(s) + Z 0 + - 0
e la tesi segue immediatamente. U

Teorema 6.5.2 Esiste una costante ¢ € R™ tale che per ogni zero non banale di

zeta p = B+1iysi ha
c

<l-—
P log|y|

Dim. Partiamo da un’osservazione di Mertens: per ogni 6 € R si ha

2(14cos8)? =3 +4cos0+cos(20) > 0. (6.5.2)
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Inoltre, nella regione S* (1), per il Lemma 6.3.1 si ha

Rlogl(o+ir) =) ) cos tlogp )

p m>1

Usiamo quest’ultima formula con s = G, s = 6 + it ed s = ¢ + 2it, ottenendo
3logl(o) +4Rlogl(c+ir) + Rlogl(o +2it) > 0,
da cui, passando all’esponenziale,
3(0)[C* (o +ir)E(o+2it)| > 1. (6.5.3)

Poiché per 6 — 1+ si ha che {(c) ~ (6 —1)~! e che {(o +2ir) resta limitata, se
1 + it fosse uno zero di { il primo membro della (6.5.3) sarebbe infinitesimo, una
contraddizione.

Questo ragionamento puo essere esteso per dare il risultato dell’enunciato, ma
conviene considerare {'/C invece di log{ per evitare problemi di prolungamento
analitico. Prendiamo la regione S = {s € C: 1 <6 <2, ¢ > 2}: per il Lemma
6.3.1 abbiamo

—%%(s) = 2'1 Arf:) cos(tlogn).

La relazione (6.5.2) dunque implica per s =6 +1it € S

Y RC e
~(o )+4< (G+1t))+<
T g g
Da qui in poi, A; indicheranno opportune costanti positive. Per quanto riguarda il
primo addendo, il polo semplice di { in s = 1 implica che nella regione S si ha

g( )= il—kO(l) e quindi —g( )<L+A1

Consideriamo ora il Lemma 6.5.1: 1 primi tre termini in valore assoluto sono
maggiorati da A logz. Inoltre, un rapido calcolo mostra che nella stessa regione
si ha ‘.R(p’1 +(s— p)’l) > (0 per ogni zero non banale. Scegliamo dunque uno di
questi zeri po = Bo +1Yo € t = Yo: in definitiva abbiamo le disuguaglianze

> (64 21t)> > 0. (6.5.4)

/

. 1 / .
—mc—(ﬁ—i-lwob <A310g|Y0| -, —%C—(G+21|Y0|) <A410g|'Yo|.
g 6 —Po g

Sostituendo nella (6.5.4) ricaviamo, per un A > 0 opportuno, la disuguaglianza

< +Alog Yo
0

e scegliendo infine 6 = 1 + (2A41og|yo|) ! si ottiene la tesi con ¢ = (144)~!. O

Il prossimo risultato ¢ un corollario del Lemma 6.5.1.
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Lemma 6.5.3 Per 7T sufficientemente grande, se sul segmento —1 <6 <2, t=1
non vi sono zeri della funzione C, allora si ha
1

/
Cg (G+ IT) Z m + O(lOgT)
|T*$\<1

Inoltre, il numero di addendi nella somma é O(logT).

Teorema 6.5.4 (Riemann & von Mangoldt) Per T — +oo si ha

N(T)E | {p = B+iy: {(p) =0,B € [0,1], y€ [0,T]}]

d 1 r_T + O(logT)
= —log——— ogT).
m % onm g
Dim. Supponiamo che T > 0 non coincida con I’ordinata di uno zero della fun-
zione &: per il principio dell’argomento si ha

N(T) = —Agar
(T) m R(T) 2&(s)
dove R(T) ¢ il rettangolo con vertici in s; =2, sp =2 +iT, s3 = —1 +iT, 54 = — 1.
Dato che & ¢ reale e non nulla sul segmento [—1,2] non ¢’¢ variazione dell’ar-
gomento. Inoltre, per I’equazione funzionale 6.2.4, la variazione sulla parte del
rettangolo con ¢ < % ¢ esattamente uguale a quella sul resto, e quindi

N(T) = LAy (s

dove L(T) ¢ la spezzata costituita dai due segmenti di estremi s; ed s, s2 ed
§5 = % +17'. Esaminiamo separatamente i fattori che compaiono nella Definizione
(6.2.4) di &, che scriviamo come §(s) = (s— 1)n~*/2T (35 + 1) {(s). Per la formula
di Stirling generalizzata (A.2.2) per la funzione I" di Eulero abbiamo

1 _
Apryarg(s—1) = ST o(r),

—s/2

1
A =—=T1
L(T) argm 7 0ogT,

1 1 1 1 3
A [|=s+1)==Tlog-T —-T+=> .
L()arg <2s+ ) 5Tlog 5T -2 +87t+0( )

Per ottenere la tesi resta da dimostrare che Ay ()arg{(s) = O(logT). Dato che
€ & reale e positiva in s = 2 e non nulla in § +( ) la variazione dell’argomento
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sul tratto verticale ¢ limitata. Ricordiamo che per una funzione olomorfa f la
variazione dell’argomento di f tra i punti % +iT e 2417 e datada

Aarg(f) = A3 (log(f))) = /ljzs (J;(cﬂT)) do. (6.5.5)

Dobbiamo dunque trovare una stima per 3(¢'(s)/¢(s)) sul segmento di estremi
% +iT e 2+4iT. Il Lemma 6.5.3 implica che

2 /
2 1
IT—yl<1
i<

La dimostrazione si conclude, poiché per la (6.5.5) si ha Ay () arg(c+iT —p) <
T per ciascuno degli zeri nell’ultima somma, e, sempre per il Lemma 6.5.3, la
somma in questione ha O(log T') addendi. O

Riferimenti. Teorema 6.5.2: Davenport [22] Cap. 13, Ingham [84] §3.9 o Titchmarsh
[164], §6.19. Teorema 6.5.4: Davenport [22] Cap. 15, Ingham [84] §4.2.

6.6 La formula esplicita: legame fra y e

Ora vedremo come ci sia una stretta relazione fra la funzione y e la derivata
logaritmica della funzione C, e cioé {'/C, esprimendo  in termini di un integrale
improprio sulla retta dei numeri complessi di parte reale ¢ > 1 fissata, come si
vede dalla relazione (6.6.1). Una volta trovata questa relazione integrale, che
puo essere invertita come mostra la (6.8.1), vorremo deformare il cammino di
integrazione come indicato nella Figura 6.4 per poter prendere il contributo del
polo semplice di ordine 1 che £'/C ha in s = 1. Naturalmente dovremo tenere
conto di eventuali altri zeri che la funzione £ possa avere all’interno del cammino
deformato, perché anche questi daranno un contributo all’integrale in questione,
e dovremo anche scegliere opportunamente il cammino in modo da evitare questi
zeri. Per il Teorema di Cauchy, I’integrale originario (6.6.1) e quello sul cammino
deformato differiscono per il valore del residuo della funzione integranda ai poli,
moltiplicato per 27i: sappiamo gia che  ha un polo semplice con residuo 1 in
s =1 (e quindi anche —{’/Z ha un polo semplice con residuo 1 nello stesso punto).
Dunque, il contributo della funzione integranda nel punto s = 1 vale x, e questo ¢
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il termine principale atteso per y(x). La funzione integranda ha un polo semplice
in s =0, con residuo —£'(0)/£(0), ed ha poli in tutti gli zeri di zeta nella porzione
di striscia critica di parte immaginaria compresa fra —7 e T. Se per semplicita
supponiamo che questi zeri siano semplici, vediamo subito che il contributo di

ciascuno di questi vale —xP /p. Inoltre vi sono i poli negli zeri banali s = —2,
s =—4, ..., s =—2N. Non resta quindi che valutare il contributo dei due tratti
orizzontali e del tratto verticale sulla retta 6 = —2N — 1.

A questo punto vogliamo portare a termine il programma esposto all’inizio del
paragrafo precedente: una volta ottenuta la relazione del Lemma 6.6.1, deformia-
mo il cammino di integrazione in modo da “sostituire” il tratto della retta ¢ = ¢
per cui ¢ € [—T,T] con una spezzata costituita dal segmento di estremi ¢ —i7 e
—2N —1—1T, dal segmento di estremi —2N — 1 —iT e —2N — 1 41T e dal seg-
mento di estremi —2N — 1 41T e ¢ +1iT. 1l tratto verticale non passa per nessuno
zero della funzione £, poiché questa nel semipiano ¢ < 0 si annulla solo in s = —2,
—4, —6, ..., mentre i tratti orizzontali devono evitare gli eventuali zeri di { nella
striscia critica. Abbiamo dimostrato che { ha infiniti zeri in questa striscia (il Teo-
rema di Riemann—von Mangoldt 6.5.4), ma ovviamente, essendo meromorfa, ne
ha un numero finito in ogni insieme limitato, e quindi, a meno di modificare 7" di
una quantita limitata, ¢ certamente possibile scegliere il cammino richiesto.

Lemma 6.6.1 (Formula di Perron) Perx > 0ec > 15siha

0 sexe(0,1),
1 ds |
— | ¥—= 5 sex=1,
2 J(e) s
1 sex>1.

Dim. E un’applicazione immediata del Teorema dei residui. Si deve spostare la
retta di integrazione verso —eo se x > 1, verso 4o se x € (0,1); se x =1 I'in-
tegrale deve essere inteso in senso simmetrico come limite dell’integrale fatto
sulla porzione di retta verticale con parte immaginaria nell’intervallo [-7,T], e in
definitiva si tratta di un esercizio di integrazione reale. U

Lemma 6.6.2 (Formula di Perron troncata) Perx >0, T >0ec > 1siha

) 0 € (0,1 .
1 et ds . sex € (0,1) x“min(1,(T|log(x)[)™") sex#1
2_/ X —=q3 sex—=1 < 1 _
T JeiT s T sex=1.
1 sex>1

Questa versione troncata della formula di Perron permette di ottenere una ver-
sione esplicita della dipendenza di y(x) — x da una somma finita sugli zeri non
banali della funzione zeta. Inoltre, la presenza del parametro libero 7 si rivela
cruciale nelle applicazioni, come vedremo nei prossimi paragrafi. Anche la scelta
di ¢ > 1 ¢ delicata.
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Teorema 6.6.3 (Riemann-von Mangoldt) Per x > 1 vale la formula esplicita:
x 700 1 B
yo() =x- Y2 - SO Lo 2y,

dove la somma deve essere intesa in senso simmetrico (i termini provenienti da p
e da p devono essere presi insieme), e Wo(x) é la media dei valori di ¥ a destra
ed a sinistra di x,

def . 1
Vo) = lim 5 (y(x+e)+wlx—e)).
Dim. E un’applicazione (non banale) della formula di Perron: infatti per ¢ > 1 si
ha
1 g, x
=— | —=(s)—ds. 6.6.1
Volx) = 5 /@ ()7 ds (66.1)

Questa formula segue a sua volta dalla (6.3.2):

%/() % s 2m/ s _Z 2mi /c (n)s%’

dove resta da giustificare lo scamb10 della serie con I’ 1ntegrale, cosa possibile per
¢ > 1. L’ultimo passaggio richiede ’'uso del Lemma 6.6.1. 1l risultato voluto si
ottiene modificando in modo opportuno il cammino di integrazione come descritto
all’inizio del paragrafo. Per portare a termine la dimostrazione sono necessarie
informazioni su |’ /{(s)]| sui tratti orizzontali e su quello verticale a sinistra nella
Figura 6.4, che qui omettiamo per brevita.” 0J

Utilizzando una forma troncata della formula di Perron, possiamo ottenere la
seguente forma approssimata della formula esplicita, piu utile nelle applicazioni:
in sostanza la dimostrazione ¢ analoga a quella del Teorema 6.6.3, ma non si fa
tendere 7" a +oo.

Teorema 6.6.4 (Formula esplicita troncata) Per x > 1 interoe T > 1 si ha
xP X 2
-y o<—1 T ) 6.6.2
Y@ =x= ), T+ 07 (logaT) (6.6.2)
YI<T

Si noti che questa formula suggerisce che una condizione necessaria e suffi-
ciente per avere Y(x) ~ x sia B = R(p) < 1 per ogni zero p = P+iydi L.
Esercizi.

¢ 1. Dimostrare in dettaglio la Formula di Perron del Lemma 6.6.1.

Riferimenti. Formula di Perron 6.6.1 € 6.6.2: Davenport [22], Cap. 17, Ingham [84],
§4.5 o Titchmarsh [164], Lemma 3.12. Formula esplicita 6.6.4: Davenport [22], Cap. 17
o Ingham [84], §4.6.

2FIXME: (*** dettagli ***)
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Figura 6.4: Il cammino di integrazione che si usa per dimostrare la forma troncata
della formula esplicita. I tratti orizzontali del cammino deformato devono evitare
gli zeri di {in 0 < 0 < 1, mentre il tratto verticale deve evitare gli zeri banali s =
—2n, indicati sull’asse reale negativo, e quindi ¢ possibile scegliere un segmento
della retta 6 = —2N — 1. In un secondo tempo si fa tendere N a +oo.

6.7 Dimostrazione del Teorema dei Numeri Primi

Riassumiamo brevemente la strategia seguita per dimostrare il Teorema dei Nu-
meri Primi nella forma 3.1.3: utilizzando 1’equazione funzionale e le proprieta
della funzione I' di Eulero si ottiene una rappresentazione di —'/¢ che da la for-
mula esplicita 6.6.4 nella forma approssimata, per mezzo della formula di Perron.
Poi, utilizziamo la regione libera da zeri del Teorema 6.5.2 per stimare il contri-
buto degli zeri non banali alla formula esplicita, e quindi per ottenere il resto dato
dal Teorema 3.1.3.

Dalla formula esplicita del Teorema 6.6.4 ricaviamo

X

T (long)z,

yx) —x < { max xB} Z 1—1—

0<ysT o=t
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dove abbiamo scritto implicitamente p = 3 + iy per il generico zero non banale
di zeta. Si ricordi che gli zeri sono disposti simmetricamente rispetto all’asse
reale. Il massimo puo essere stimato usando la regione libera da zeri fornita dal
Teorema 6.5.2, mentre per la somma utilizziamo la stima per il numero degli zeri
della funzione zeta con parte immaginaria |y| < T data dal Teorema 6.5.4, con la
sommazione parziale nella forma pid generale. Dunque

1 1 |
Y ey Yyemnriyi« ¥ < gogry
ocy<r ¥ n<r n<r N

Per semplicita, supponiamo 7" < x dato che in tutte le nostre applicazioni questo
sara vero. In generale, quindi, se 7 < x si ha

X
yx) —x < (T + 013{21<XTxB> (logx)?.

In definitiva, utilizzando il Teorema 6.5.2 possiamo scrivere

w(x) —x<<x(%—I—exp{—cllggg;})(logx)z. 6.7.1)

Ora scegliamo T come funzione di x in modo che

1
T~ exp{c 08% }
logT

per far pesare allo stesso modo i due termini a destra nella (6.7.1). Prendiamo
dunque (log7T)? = logx: sostituendo e semplificando si trova infine

y(x) —x < xexp{—ci (logx)"/?}, (6.7.2)

dove c; € un’opportuna costante positiva. Per ottenere il risultato che riguarda
n(x), conviene ricordare che per il Lemma 3.2.4 si ha 6(x) = y(x) + O(x!/2). Per
sommazione parziale ed integrazione per parti, si ottiene

(%) = li(x) + o(xexp{—c"(1ogx)1/2}) ,

che ¢ molto piu forte del risultato ottenuto nel Capitolo 3.

Piu in generale, conviene avere una versione “astratta” del Teorema 6.5.2:
supponiamo dunque di avere una funzione 6: RT — R™, monotona debolmente
decrescente tale che se p = 3 +1iy & uno zero non banale di {, allora B < 1—398(|y]).
Ripetendo i calcoli fatti sopra e supponendo che 7T < x si ha

Y(x) —x < x(% +exp{—8(T) 10gx}> (logx)?.
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Dunque T = T'(x) deve essere scelto in modo che

logT
5(T)

Questa relazione & generale e non la si puo utilizzare senza conoscere la forma

concreta di O: se si usa il Teorema di Vinogradov e Korobov 6.10.3 si ottiene il

Teorema 3.1.3. Se vale la Congettura di Riemann (vedi §6.8) allora 8(7) = %

~ logx.

e quindi si puo scegliere T = x'/2. In generale, ¢ interessante vedere cosa se-
gue dall’ipotesi 8(7') = (log 7)™ per qualche a € (0,1). In questo caso si trova
(log(T))'** ~ log(x) e di conseguenza

yx) —x < xexp{—c(logx)l/(l+a)}.

Riferimenti. Dimostrazione del Teorema dei Numeri Primi: Davenport [22], Cap. 18.
Vedi anche Zaccagnini [180]. Per un’accurata descrizione delle relazioni fra la dimostra-
zione elementare e quella analitica, si veda la recensione di Ingham [83] degli articoli
originali di Selberg e di Erd6s. Si vedano anche i Capp. 1-4 di Hardy [61] per una de-
scrizione dei risultati di questo Capitolo nel loro contesto e senza troppi dettagli. Una
dimostrazione non elementare basata sul crivello ¢ data da Hildebrand [74]. Un’altra di-
mostrazione analitica si trova in Wiener [174] §17, o in Rudin [157] §§9.8-9.12. Gerig
[42] ha dato una breve dimostrazione non elementare, nella quale si usano solo dell’a-
nalisi armonica e le proprietd della serie di Dirichlet per zeta in S*(1). Una semplice
dimostrazione analitica si trova in Newman [134]. Per la dimostrazione corrispondente
del Teorema 4.4.2, si veda Elstrodt [34]. Si veda anche Ingham [84] Cap. 2.

6.8 La congettura di Riemann

Teorema 6.8.1 Sia ® := sup{P: p =P +1iy e uno zero di {}. La congettura di
Riemann 3.1.4 e equivalente a ® = %

Dim. Ricordando la (6.3.2), posto R(x) := y(x) —x si ha

S [T g s +s/+°° RO 4y, 6.8.1)
1

¢ | xstl T e—1 5+l

inizialmente in ST (1). Ma se R(x) < x'/?(logx)?, I'ultimo integrale & unifor-
memente convergente in G > % + d per ogni & > 0, e quindi il secondo membro
definisce una funzione analitica in § +(%) privato del punto s = 1. Per prolun-
gamento analitico, 1’unica singolarita della funzione a primo membro in S ( %)
puo essere in s = 1. In altre parole, { non si annulla in questo semipiano. L al-
tra implicazione si dimostra utilizzando la formula esplicita, come nel paragrafo
precedente, scegliendo 7' = x1/2, U
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Si osservi che le due formule (6.6.1) e (6.8.1) rappresentano una coppia tra-
sformata e anti-trasformata di Mellin, che formalmente sono trasformazioni dello
stesso tipo di quella di Fourier, e il cui esempio pit noto & la coppia e ™, I'(s). E
possibile scrivere una coppia di formule analoga che coinvolge indirettamente 7:

T Tl 1 x*
logC(s) = s/l [SJ(rtl) dr IMy(x) = Tl /(C) logC(s)?ds (6.8.2)

dove

1 1
I1(x) défn‘(x) + Eﬁ(xl/z) + gn(x1/3) +-e
e I1p ¢ la regolarizzata di I definita come Wy a partire da y (cfr I’enunciato del

Teorema 6.6.3). Inoltre si ha

_ [ om()
log{(s) —s/1 mdt7

ma ¢ piu difficile trovare I’inversa di questa. Il motivo analitico per cui la funzione

W & pid “naturale” deriva dal fatto che la funzione —C’/C ha singolarita di tipo

polare agli zeri ed al polo di { e non presenta difficolta di prolungamento analitico,

mentre la funzione log { ha evidenti problemi di prolungamento negli stessi punti.
La formula esplicita originale di Riemann ¢ la seguente:

H()(X) = ll(x) — Z (li(xp) +li(x1—p)) +/x+°° m —|—10g<t,(0)

p=P+iy
>0

(6.8.3)
La dimostrazione di Riemann ¢ piuttosto diversa da quella che abbiamo dato qui
per Y: si tratta in sostanza di utilizzare la formula a destra nella (6.8.2), ricavando
€ dalla definizione di § (6.2.4) e di utilizzare una forma del prodotto di Weierstrass
per & (6.4.2). Non si pud integrare termine a termine perché gli integrali risultanti
sono divergenti: Riemann dunque integra per parti una volta la (6.8.2) e poi so-
stituisce. Il termine li(x) proviene da log(s — 1) mentre i termini che contengono
gli zeri provengono dai logaritmi dei relativi fattori nel prodotto di Weierstrass.
La parte piu difficile della dimostrazione ¢ la giustificazione della possibilita di
scambiare la somma (infinita) sugli zeri di zeta con I’integrazione impropria in
(6.8.2). La formula esplicita per 7 si ottiene da questa usando la Seconda Formula
di Inversione di Mdbius 2.1.12.
Riferimenti. Congettura di Riemann 3.1.4 e sue conseguenze: Davenport [22] Cap. 18,
Ingham [84] §§4.8-4.9, Titchmarsh [164] Cap. 14, oppure Conrey [ 7]. Vedi anche Zac-
cagnini [180]. Per una vasta panoramica su analoghe congetture in situazioni diverse si
veda Bombieri [11]. Dimostrazione della formula esplicita di Riemann: Edwards [31],
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Cap. 1. Risultati aggiornati relativi al calcolo numerico degli zeri di { si trovano all’indi-
rizzohttp://numbers.computation.free.fr/Constants/Miscellaneous/zetazeroscompute.
html. La funzione & & reale sull’asse reale e sulla retta 6 = % per I’equazione funzionale:

questo, insieme alla formula di Riemann-von Mangoldt 6.5.4 in una forma opportuna pit

precisa di quella data qui, permette la verifica numerica della Congettura di Riemann.

6.9 Una famosa affermazione di Eulero

Eulero affermo che
y Hin) . (6.9.1)
n>1 n

La dimostrazione, formalmente, consiste nell’usare il Teorema 6.2.2 anche per
s = 1, e quindi nel dire che il primo membro della (6.9.1) vale 1/{(1) = 0. Dato
che la serie in questione non ¢ assolutamente convergente, questa argomentazione
suggerisce la validita della relazione (6.9.1) senza pero dimostrarla. La nostra di-
mostrazione necessita di una versione pid accurata della Prima formula di Mertens
(3.3.1) per la quale ci serve la forma precisa del termine di resto nel Teorema dei
Numeri Primi 3.1.3. Per semplicita, per ¢ € R* poniamo &.(x) = exp(—cy/logx).

Teorema 6.9.1 Esiste un numero reale C tale che per x — oo si ha

SHEY # — logx+C+R;(x), (6.9.2)

n<x
con Ry (x) = O(g., (x)y/Iogx), dove c| ¢ la costante nella (6.7.2).

Dim. Sia R(x) := y(x) — x. Procedendo come nella dimostrazione del Teorema
3.3.4, siricava che la (6.9.2) vale con un’opportuna costante C ed

Ri(x) = @_/x+m¥dl<<8cl(X)+/x+meclT(t)dl.

Il primo termine puo essere assorbito nell’errore. Eseguiamo il cambiamento di
variabile u = (logr)'/2, e poniamo X = (logx)!/2. Abbiamo dunque

/ # dr = 2/ ue” Mdu= [——2(c1u + 1)6761'4})( < &, (x)/logx,
X X ]

come si voleva. O

Avremo anche bisogno di una relazione che coinvolge la funzione S definita
nella formula (6.9.2). Per ogni x > 1 si ha

y ’@ (s(%) +10gn) =0, (69.3)

n<x
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Per la dimostrazione, basta osservare che il Teorema 2.1.13 con f =u-N_, g =
A-N_jedy=1,edil Corollario 2.2.10, implicano che

u(n) /x 1 1
Y EES(2) = L s ) == ¥ (L)),
n<x n n n<x n n<x

come si voleva. Dalla relazione (6.9.3) si ricava che per x abbastanza grande si ha

Y ‘UZI)R < ) < (logx)~' Y’ —SC] <z> log%

n<x n<x

Z u(n) _ 1
n logx+C

n<x

dove R; ¢ definito nella (6.9.2). Dimostreremo che la somma all’estrema destra
qui sopra ¢ limitata, e questo ¢ sufficiente a completare la dimostrazione della
formula di Eulero (6.9.1), con in pid un’indicazione della velocita di convergenza
a 0. Per ottenere questo risultato, osserviamo che vale la disuguaglianza banale

1 1 ydr 1 y
Z - <-4+ —=—-+log=-.
n—x Jx t x X

Suddividiamo I’intervallo di somma per n in intervalli Iy = [Xj41,Xy] dove X; =
xexp(—k?), sui quali la funzione €., (x/n) & sostanzialmente costante:

1 X X
—€ (—) log— < —8 ( )Mlog € k+1 —
E}” “\n n k>0n>1 “ k>ZO “ ngln
nely nEIk
<Y e k(ki1) <1+log 5 ~log a )
kgb exp((k+1)2)
<Y ek k+1)(1+2k+1),
k>0

che ¢ evidentemente una quantita limitata. Si noti che per dimostrare la tesi sareb-
be sufficiente avere R(x) = O(x(logx) 27¢) in modo che R; (x) = O((logx)~'~%).

Concludiamo questo paragrafo osservando che ¢ possibile determinare il va-
lore della costante C nel Teorema 6.9.1: infatti, lo stesso ragionamento che porta
all’uguaglianza (6.6.1) implica che

ZA@):L./() C/( +1) d

e n 21 C

se x > 1 non & intero. La funzione integranda & regolare in $*(0), ed ha un polo
doppio in s = 0, con residuo logx —v. Infatti, dal Teorema 6.2.1 e dalla (6.2.2)
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sappiamo che {(s+ 1) = s~' +y+ O(|s|) in un intorno di s = 0, da cui deduciamo
(usando ’analiticitd) {'(s+ 1) = —s~2+ O(1), e quindi
c/

E(s+ 1)= %(1 —YS+O(‘S‘2))7

mentre x* = 1+ slogx+ O(|s|?). Ripetendo, mutatis mutandis, la dimostrazione
dei Teorema dei Numeri Primi, si dimostra che 1 termini provenienti dagli altri poli
della funzione integranda contribuiscono quantita infinitesime (quando x — o),
e quindi la costante C vale —Y. In sostanza, I’analoga della somma sugli zeri nella
formula esplicita troncata contiene termini del tipo x*~1p~!.

6.10 Applicazioni della formula esplicita

Vediamo alcune applicazioni della formula esplicita a problemi molto interessan-
ti: P'esistenza di numeri primi e la validita della formula asintotica in intervalli
“corti,” cio¢ in intervalli del tipo [x,x+ y] dove y < x. Interverra in modo cruciale
la distribuzione “orizzontale” degli zeri della funzione zeta di Riemann.

6.10.1 Distanza fra primi consecutivi

E piuttosto naturale cercare maggiorazioni per p,+1 — p, dove p, indica, come di
consueto, I’n-esimo numero primo. Abbiamo gia discusso il problema nelle note
del Capitolo 3, e precisamente nel §3.8. La natura del termine principale di y sug-
gerisce che Y(x+y) — y(x) ~ y almeno quando y non & troppo piccolo rispetto ad
X, € questo automaticamente implica I’esistenza di (potenze di) numeri primi nel-
I'intervallo (x,x+ y|. Utilizzando direttamente il Teorema dei Numeri Primi 3.1.3
si trova una minorazione per y che ¢ piuttosto debole, perché la maggiorazione
per R(x) = y(x) —x non ¢ abbastanza forte. Anche la Congettura di Riemann
da risultati relativamente modesti, in quanto richiede che y > x!/2 (logx)?, essen-
zialmente. In questo caso non si puo fare niente di meglio: incondizionalmente,
invece, esiste un procedimento alternativo all’uso diretto del Teorema dei Numeri
Primi, a patto, beninteso, di avere ulteriori informazioni.

6.10.2 Formula asintotica negli intervalli corti

Vogliamo determinare sotto quali condizioni per y = y(x) < x vale la formula
asintotica suggerita dalla forma del termine principale nel Teorema dei Numeri
Primi 3.1.3:

Y(x+y) —w(x) ~y. (6.10.1)
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N(o,T) conta gli zeri nella regione om-
breggiata. Nella formula (6.10.4) allo ze-
ro p; = Py +iy; corrisponde I’interval-
o lo di integrazione in & di estremi [5, ]
e analogamente per py = B +1iy,. La
formula (6.10.5) segue sommando que-
sti due contributi e notando che, con le
convenzioni della figura, N(c,7T) = 2 per
o< [%762]’ N(G7T) =lperoce (627[31]’
e infine N(c,T) = 0 per 6 > P;.

P1

—v

s=0 s = o s =

N~

Figura 6.5: Come usare la formula (6.10.4).

Prendiamo T € [2,x] e usiamo la formula esplicita due volte

v v —y- ¥ R o Zog)?). 6102

lyl<T

Se vogliamo che valga la relazione (6.10.1), questo da la prima condizione su 7T':

~(log(x))* = (). (6.10.3)

Inoltre

)P —xP
‘Z x+y x‘—)Z/ upldu’<4 ) / WP~ du,
I<T <7 Yefo. 7]
B>}

per la doppia simmetria degli zeri. Notiamo ora I’identita

B
uﬁ:u1/2+(1ogu)/ u® do (6.10.4)
1/2
che useremo per gli zeri della funzione zeta p = B +1iy con § > % Da questa
deduciamo

B
Z ub=1 = Z (u_l/z—i—loﬂ/ ucd(5>

0,7] u 1/2

1 1 1
= u_l/zN(E,T> + osH /]/2N(G, T)u®do (6.10.5)

u
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dove

)€ {p=B+iy: {(p) =0,B>0,v€[0,T]}], (6.10.6)

poiché la somma sugli zeri si ottiene sovrapponendo tante copie della relazione
(6.10.4), e lo zero B + iy contribuisce all’integrale in G solo su [%, B] . Si veda la
Figura 6.5. Abbiamo dunque collegato il problema della formula asintotica alla
distribuzione “orizzontale” degli zeri della funzione zeta di Riemann. La funzione
N(o,T) & stata molto studiata e sono note buone maggiorazioni per il suo valore,
a parte la ovvia N(6,7) < N(T). In questo specifico problema, e in quello che
vedremo nel prossimo paragrafo, ¢ particolarmente utile fare un’ipotesi di questo

tipo: esistono C > 2 e B > 0 tali che
N(o,T) < T€U'=9) (logT)?, (6.10.7)

uniformemente per ¢ € [%, 1} . La minorazione per C deriva dal fatto che conoscia-
mo la formula asintotica valida per N (%, T)=N(T), che deriva dal Teorema 6.5.4.
Notiamo inoltre che possiamo enunciare una versione generale del Teorema 6.5.2,
e cioe della regione libera da zeri, dicendo che

N(1—8(T),T) =0,

dove &(T) > 0 & un’opportuna funzione di 7. In particolare, vedremo che la
versione dimostrata sopra della regione libera da zeri nel Teorema 6.5.2 non ¢
sufficiente ai nostri scopi, per i quali ¢ invece necessario un risultato piu forte. Il
nostro obiettivo ora ¢ quello di mostrare le relazioni che sussistono in generale fra
I’ampiezza §(T') della regione libera da zeri, il valore delle costanti B e C nella
(6.10.7) e I'insieme degli y < x per cui vale la (6.10.1).

Riprendiamo dunque il calcolo dove lo avevamo lasciato:

(x+y)P —x° ] logu (!
‘ ) —’ <</ (u N(E’T>+ /]/ZN(G,T)quG> du

<T u

logu

x+y
< yx l/2T10gT—|—/
u

/ N(o,T)u® dodu,

1/2

per il Teorema di Riemann-von Mangoldt 6.5.4. Il primo addendo & o(y) se
TlogT = o(x'/?) (6.10.8)

che ci da la seconda condizione su 7. Stimiamo il secondo addendo spezzando
I’intervallo di integrazione per G in 3 sotto-intervalli /1 Ul U I3 dove
1

I = [%1-%} h=[1-21-81)],  B=[-81)1)
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Su I} useremo la stima banale N(c,7T) < N(T), su I, la stima ipotetica (6.10.7),
mentre per definizione N(c,7) = 0 se 6 € [3. Abbiamo dunque

x+y | X+y ] 1-1/C
/ L N(o,T)u® dodu §N(T)/ ﬂ/ u®dodu
X 1

u Ji X u /2
Y 1 1-1/C
:N(T)/x ;[uc]l/z/ du

Xty
:N(T)/ (uil/c—ufl/z) du
< N(T)yx~ /€.

Questa quantita ¢ o(y) se
TlogT = o(x"/©), (6.10.9)

che ¢ una condizione piu restrittiva della precedente (6.10.8) perché C > 2. Pas-
siamo ora alla stima su I, dove usiamo la relazione (6.10.7):

x+y | x+y ]
/ 2% [ N(o,T)u® dodu < (logT)E / et / 7€0-9),% 4 du
x h

u b X u

X+y u \o—1
— B -
= (logT) /x 10gu/12<Tc> dodu
Y logu u \o-171-8(T)
—(og7)" [ [ (e .
(logT) x log(u/TC)KTC) L—]/Cdu

Qui stiamo implicitamente usando il fatto che i vincoli determinati in precedenza,
e in particolare la (6.10.9), garantiscono che x > T e quindi non vi sono problemi
nell’ultimo denominatore. In definitiva, la quantita da stimare ¢

< B2 [ ()
5 log(2x) <x )5(T)7

< (logT) Wy TC

che € o(y) se sono soddisfatti tutti i vincoli incontrati finora e inoltre

) o) e

Notiamo esplicitamente che per avere un’ampia uniformita in y nella (6.10.1) e
necessario prendere 7 piu grande possibile nella (6.10.3), ma 7" non puo essere
troppo grande perché questo contrasta con la (6.10.9).

E arrivato il momento di enunciare i pit forti risultati noti su C e §(T').
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Teorema 6.10.1 (Huxley) La relazione (6.10.7) vale con C = ]5—2 e B=44,

Congettura 6.10.2 (Ipotesi di Densita) La relazione (6.10.7) vale con C =2 e
un opportuno B > 1.

Teorema 6.10.3 (Vinogradov & Korobov) Esiste una costante positiva c tale che
se L(B+iy) =0con B €[0,1] e y> 0 allora

C
(logY)?/3(loglogy)'/3

Proseguiamo dunque il nostro discorso generale supponendo di poter prende-
re 8(T) = (logT)~“ per qualche a > 0, ipotesi giustificata dal Teorema appena
enunciato, che corrisponde, essenzialmente, ad a = % Prendiamo T = x!/€ x
exp(—(logx)b) e cerchiamo condizioni su b affinché i vincoli trovati siano tutti
soddisfatti, osservando prima di tutto che & indispensabile avere b € (0,1). La

(6.10.9) ¢ soddisfatta per ogni b > 0, mentre la (6.10.10) equivale a

B<1-—

exp(—Cd(T) (logx)b) = 0((logx)b*1 (logT)?).

Con le nostre scelte abbiamo, essenzialmente, log7 ~ logx e quindi 1’ultima
relazione vale se

exp (—C(logx)b_“) =0 ((logx)b_B_1 ),

per la quale ¢ indispensabile che b > a. Questo rende visibile la necessita di una
regione libera da zeri della forma del Teorema di Vinogradov-Korobov con a < 1.

In conclusione, abbiamo dimostrato che la relazione attesa (6.10.1) vale non
appenay > xI-1/e exp((logx)b ) dove b > % ¢ una qualunque costante fissata. Si
noti che se vale la cosiddetta Ipotesi di Densita 6.10.2, e cioe se si puo prendere
C =2nella (6.10.7), il risultato ottenuto non differisce molto da quanto segue dalla
Congettura di Riemann. E poi evidentemente possibile raffinare leggermente que-
sto risultato prendendo T = x!'/€ exp(—(logx)*(loglogx)? ) e ripetendo I’ultima
parte dei calcoli. La limitazione per y risulta appena pid debole della precedente.

Teorema 6.10.4 Se vale la relazione (6.10.7) allora y(x +y) — Y(x) ~ y unifor-
memente pery € [xl_l/c exp((logx)b) ,x] dove b > % ¢ fissata.

6.10.3 Formula asintotica quasi ovunque

Possiamo usare lo stesso tipo di argomentazione per affrontare un problema si-
mile: invece di chiedere che la formula asintotica (6.10.1) valga per tutti i valori
di y, possiamo rinunciare alla precisione e accontentarci che la formula valga per
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quasi tutti gli y in un intervallo di valori pid ampio del precedente. In molte ap-
plicazioni, questo ¢ sufficiente. In un certo senso, possiamo dire che la misura di
prossimita, invece di essere la norma L™ sara la norma L2,

Per concretezza, introduciamo il cosiddetto integrale di Selberg. La cosa piu
naturale, in vista di quanto abbiamo fatto nel paragrafo precedente, sembrerebbe

T [ pwte ) —wi) e

Ma, come vedremo fra un istante, questa definizione non si presta all’uso della
formula esplicita, e risulta pertanto pid comodo porre

def [2* 2
J(x,O):/ [( +6r) —y(r) — 0r |2 dr.

Ricordiamo la maggiorazione universale del Teorema di Brun-Titchmarsh 5.5.2
dalla quale segue che J(x,0) < x36% per 8 € [x~¢,1]. L obiettivo & dunque otte-
nere J(x,0) = 0(x392) in un intervallo di valori per 0 pii ampio possibile. Qui
evidentemente 6 gioca il ruolo di y/x, e ¢’& un procedimento standard per passare
da J a J e viceversa.

Cominciamo applicando di nuovo la formula esplicita: integrando la (6.10.2)
e usando disuguaglianze elementari troviamo

2x

tw dt+ _ (logT)"*
) P g

Y<T

J(x,6)<</

X

Se vogliamo che J(x,0) = o (x3 92) , questo da la prima condizione su 7'

T~ (logxT)* = 0(6). (6.10.11)

Per comodita di notazione poniamo

def 140 P—1
c(p.0) IO
p
Dunque
2x _
/ ’ Y *c(p.6) ’ =YY c(p1,6)c(p2, )/ P1P2 gy
o<t n|<T
Iv2|<T
_ZZC P1, 9 p27 ) (p1+m+171)xp1+5+1'
ni|<T

Va2 |<T
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Ora sfruttiamo la doppia simmetria degli zeri e una semplice disuguaglianza.
Ricordando che § € [0, 1], per 6 € [0, 1] si ha

1+0)P—1 146
S e
1

= O(min(@,]prl)).

In definitiva

2
/x (IL‘ <Yy L bt
o<t m|<T M —=ml+1
Iv2|<T
oYY i 0°(log7)* Y
<x ——— < x0°(log 1B
i |<T 7=l +1 ve[0,7]

v21<I71]

per il Teorema 6.5.4 e la disuguaglianza |ab| < |a|® + |b|>. Questa quantita &
0(x'6?) se
P =0 (x*(logT)?). (6.10.12)
ve[0,7]

Ora usiamo la relazione (6.10.5) con x? al posto di u, ottenendo
1 1
Z B = xN(—,T) +2logx/ N(c,T)x*°do.
Y€[0,T] 2 1/2
Il contributo del primo addendo ¢ accettabile in vista della (6.10.12) se
T(logT)? = o(x). (6.10.13)

Suddividiamo I’intervallo d’integrazione in /; Ul U Iz come sopra e procediamo
con calcoli del tutto simili che qui omettiamo per brevita. Di nuovo, il termine
cruciale ¢ quello che proviene da I:

1-8(T) 1-8(T) x c
210gx/ N(c,T)x**do <« logx(logT)BTc/ (—C> do
1-1/C 1-1/c \T

(logT)® o/ x?\1-8(T)
< _er ) z
- lnglog(xz/Tc)T <TC>

logx(logT)" 5 5(r) gca(r)
log(x2/TC) ’

supponendo che T€ < x?, cosa che sara giustificata in seguito. La condizione
(6.10.12) ¢ dunque soddisfatta se

(ﬁ) -8(1) log(x?/T°)
T¢ - (logT)B+21logx )’
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di cui ¢ bene notare la somiglianza con la (6.10.10). In conclusione, prendiamo
TC = x? exp(—(logx)b), che ¢ compatibile con i vincoli incontrati finora, e cioe
(6.10.12) e (6.10.13), purché b > a. Con questa scelta, vediamo subito che la
(6.10.11) ¢ soddisfatta non appena 6 > x~2/C exp (c(logx)b ) , dove ¢ € un’opportu-

na costante positiva. In termini di y, il vincolo diventa y > x!=%/Cexp(c(logx)).

Teorema 6.10.5 Se vale la relazione (6.10.7) allora J(x,0) = o (x*6?) uniforme-
mente per 0 € [x_z/c exp (c(logx)b), 1} dove b > % e fissata e ¢ é un’opportuna
costante positiva.

Se vale la Congettura di Riemann ¢ possibile ottenere simultaneamente un
intervallo di valori per 6 molto ampio e una buona stima dall’alto per J(x,0). I
calcoli sono simili, anche se notiamo che la (6.10.4) non ¢ pitd molto significativa
in questo caso. Utilizzando il “trucco” di Saffari & Vaughan (vedi riferimenti
bibliografici) € possibile dimostrare incondizionalmente che

ZZ 142p, min(6 771_2) ‘
o or I+ —7l)?

Se vale la Congettura di Riemann allora p = % + iy per ogni zero di { e quindi,
utilizzando la formula di Riemann-von Mangoldt del Teorema 6.5.4 per valutare
una delle due somme sugli zeri, si trova che

J(x,6) < x> )" min(6%,y~*)log(¥)
>0

e il risultato segue considerando separatamente iy € (0,207 1) e iy >20~". Infatti

lo
me log(y) 92 Z log(y) + gz(Y)
7>0 1€(0,2/6) 20 T
< 6%log(2/0)N ( )—i— Y log ()
v>2/6 Y

Il primo addendo si stima con il Teorema di Riemann-von Mangoldt 6.5.4 e vale
< 0(log(2/ 9))2. Il secondo addendo si stima suddividendo, per esempio, I’inter-
vallo di somma in sotto-intervalli del tipo [2"(2/6),2""1(2/8)] e poi utilizzando
lo stesso risultato. Dunque, se vale la Congettura di Riemann allora

J(x,0) = O(x*6(log(2/6))?)

uniformemente per 0 < § < 1. In altre parole, y(x+6x) — y(x) = 6x+ O((6x)’ / ?)
per “quasi tutti” gli x. Notiamo che se vale I’Ipotesi di Densita 6.10.2, e cioe se si
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puo prendere C = 2 nel Teorema 6.10.1 si hanno conseguenze simili a quelle della
Congettura di Riemann, che ¢ estremamente piu forte.

Riferimenti. Per il Teorema 6.10.1 si veda Huxley [82]. Per il Teorema 6.10.4 si
veda [81] e Heath-Brown [70] per la versione pid forte oggi nota. A proposito del Teo-
rema 6.10.5, Saffari & Vaughan [158] ottengono un risultato piu forte per J di un fattore
logaritmico per mezzo di un trucco tecnico. Si veda anche Zaccagnini [177] per una
versione pid forte. Regione libera da zeri di Vinogradov & Korobov 6.10.3: Titchmarsh
[164] §6.19; Ivi¢ [85] Cap. 6. Applicazioni della formula esplicita troncata ai problemi di
questo paragrafo: Ivi¢ [85] §§12.5e 12.7.

6.11 Il Teorema e la Congettura di Montgomery

Per studiare le proprieta fini della distribuzione delle parti immaginarie degli zeri
della funzione {, Montgomery ha introdotto la funzione di correlazione a coppie
per gli zeri della funzione zeta nelle due forme equivalenti

FX,T)= Y X0 oy —v)
’Y1772€(07T}
1

’[]j(a, T) — Z Ti(X(Yl *'YZ)(D(YI 'Yz) < 1 TlOg T) ,
11,72€(0,7]

dove w(t) = 4/(4 +1%). A parte il fattore di normalizzazione, F ed F sono
evidentemente legate dalla relazione X = T%. Vale I’identita

/‘ 1+ t—y) )zdt’

dalla quale segue immediatamente che F(X,7) > 0. Questa identita & una conse-
guenza del fatto che il secondo membro vale

z (1—2) dr
n L X /R(1+(t—71)2)(1+(t—72>2)'

Y1,72€(0,T]

L’integrale si valuta con il calcolo dei residui e vale (1/2)®(y; —2). Dalla sim-
metria degli zeri segue invece che F(X~!,T) = F(X,T), cio¢ che F(—a,T) =
F (o, T). Abbiamo bisogno di una conseguenza immediata della Formula di
Riemann & von Mangoldt del Teorema 6.5.4.

Corollario 6.11.1 Si ha

N(T +1)—N(T) < logT.
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Utilizzando quest’ultimo risultato, Montgomery ha dimostrato che

/‘ OT]1+ (—y /‘ZH )d”O((logT))

In definitiva, questo significa che

/ ‘ZH ‘ dr+0((logT)%). 6.11.1)

Per valutare F(X,T) Montgomery ha supposto che sia valida la Congettura di
Riemann nella forma del Teorema 6.8.1 e ha trovato uno sviluppo asintotico per la
funzione integranda qui sopra. Diamo la forma leggermente piu precisa dovuta a
Goldston, che si dimostra usando una formula esplicita di Landau per la differenza
fra —C'/C e la somma parziale della sua serie di Dirichlet, fatta fino ad X.

Lemma 6.11.2 (Montgomery) Se vale la Congettura di Riemann allora per X >
1 si ha

. X A(n)ay(X) 2x 1
le/z 1 — _
; 1+ (t—17)? n; A (1/2+ir)(3/2—1r)
X—2
X121 2 1
+ (log(|#] +2) + O( ))+O(M+2>
(6.11.2)
dove ay(X) = min((n/X)l/z, (X/n)3/2).
Poniamo per comodita
def A(n)a,(X) def 2x -
Al(X;t)= — _— Ar(X;t)=
1(X1) n; nit 2(X:1) (1/2+1it)(3/2—1r)
def o def X 2
As(X;1) = XV2(log(|r] +2) 4+ 0(1)) A4(X;t):m,

ed inoltre
def T 2 .
Mj(X,T):/ A;(X:)Pde perje{l,....4).
0

Per quanto visto sopra, I’integrale su [0, 7] del quadrato del primo membro del-
la (6.11.2) vale 2nXF (X,T)+ O(X(logT)?). Per determinare la grandezza del
secondo membro avremo bisogno, fra gli altri ingredienti, di una stima per la nor-
ma L? di serie di Dirichlet. Vedremo che i termini dominanti sono M| ed M3, in
regioni diverse del piano (X, T), e questo dara formule asintotiche diverse.
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Lemma 6.11.3 (Montgomery & Vaughan) Se ), nlay|? converge, allora

/ ‘ng’ln”

Da questo segue che

MI(X,T):/OT Y

n>1

= Z |an|2(T + O(n)).

n>1

M’Zdt =XT(logX + O(1)) + O(leogX),

usando il Teorema dei Numeri Primi con resto. La deduzione non € immediata.

Lemma 6.11.4 Posto R(X) = max,c[; x] |W(t) —t| e
X)€Y An)
n<X

si ha §(X) = XlogX — X + O(R(X)logX). Se vale la Congettura di Riemann,
allora 0(X) = XlogX — X + O(Xl/z(logX)3).

Dim. Separando i numeri primi dalle loro potenze proprie si ha

= Z A(n)log(n) + Z A(p —log(p"))
n<X k<n
k>2
= Z A(n)log(n)+ O(Xl/z(logX)3).
n<X

Per sommazione parziale si ha

X y(t)
Y A(n)log(n) = y(X)logX — / ——dr=XlogX —X + O(R(X)logX).
1

n<X

Se vale la Congettura di Riemann, Iultimo termine d’errore vale O(X'/?(logX)?)
e il risultato voluto segue. U

Da questo Lemma si ricava subito che
1
Y nA*(n X2 logX + O(X?), Y n*A%(n) < X7logX.
n<X n<X

La seconda delle due relazioni segue direttamente dal Teorema dei Numeri Primi
mediante la disuguaglianza n’>A(n) < X?log X. Inoltre, di nuovo per sommazione
parziale, per Y > X si ha

2(n —
y A0 ¢<Y)Y3¢<X> 13 /X Y(¢<r)—¢(X>>f7f

x<n<y N
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Y X Y

Sostituendo il valore di ¢ fornito dal Lemma e prendendo il limite per Y — o0 si

trova
)3

n>X

A*(n)  logX

3 2x2 +O(X72)'

Inoltre, ancora per sommazione parziale, per il Teorema dei Numeri Primi si ha

Yo <)

n>X n>X

A2 (n)

lo A log X
' g(mA(n) _ logX.

n? X

Da tutto questo segue la formula asintotica data per M.
E invece immediato dimostrare che

My(X,T)< X?,  MyX,T) <X 4
mentre un semplice calcolo da
T 2
M3(X,T) = )—(((log T)*+ O(logT)).
Non ¢ difficile dimostrare che M3 domina per 1 < X < (logT)“, purché a €
(1/2,1) sia fissato. Analogamente, M; domina per (logT)? < X < o(T), purché

b > 1 sia fissato. Nell’intervallo residuo, tutti i termini sono o(X7 logT) unifor-
memente. Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz possiamo concludere che

/OT\Al(X;t) AL (X:1) + A3 (Xt) + Ag (X:1) [P de

=XT (logX +o(logT)) + O(leogX)—F}Z((logT)z(l +o(1)).

Confrontando con la (6.11.1) concludiamo che

1
F(X,T)= ﬁTlogX—l—o(TlogT)—l— O(XlogX)+ (logT)*(1+o0(1)).

2nX?

Posto X = T* e ricordando la definizione di F possiamo concludere.

Teorema 6.11.5 (Montgomery) Se vale la Congettura di Riemann allora F é
reale, positiva, pari e inoltre, uniformemente per o. € 0,1 — €| si ha

F(o,T)=a+o0(1)+ (1+0(1)T**logT.

Montgomery ha congetturato che il comportamento di ¥ cambi ad a0 = 1.



Capitolo 6. Introduzione alla Teoria Analitica dei Numeri 169

Congettura 6.11.6 (Montgomery) Fissato M > 1 si ha
F(0,T) = 1+0(1)
uniformemente per o, € [1,M].

Possiamo enunciare la Congettura di Montgomery in modo equivalente dicen-
do che

1
F(X,T)~ -TlogT, 6.11.3)
uniformemente per X € [T, TY] per ogni M > 1 fissato.

Per estrarre informazioni dal Teorema e dalla Congettura di Montgomery ¢
necessario ricordare che se r € L' (R) la sua trasformata di Fourier & definita da

Fo) = / r(t)e(or) dr.
R
Se anche 7 € L!(R) allora possiamo invertire questa relazione quasi ovunque:

o) = /R Ar)e(—ou) di.

Moltiplicando ambo i membri della definizione di ¥ ed integrando troviamo

log T T

y r((yl—yz) °2g )0)(71—72):—logT/f(oc)f(oc,T)doc. (6.11.4)
i 21 R

Y17Y2€(07T]

Possiamo ottenere risultati che dipendono dalla sola Congettura di Riemann se
scegliamo funzioni r per cui supp(#) C [—1,1], o risultati che dipendono anche
dalla Congettura di Montgomery in caso contrario. Con una scelta oculata di r,
Montgomery ha dedotto dalla Congettura di Riemann che (asintoticamente) alme-
no % degli zeri della funzione zeta sono semplici. Qui ci limitiamo ad enunciare
la famosa congettura di correlazione a coppie (Pair Correlation Conjecture) e a
dare un’indicazione di massima del perché si pensa che possa essere vera.

Congettura 6.11.7 (Montgomery) Per o, B € R fissati, con o0 < B, si ha

! B sin(7u) \ 2
I~ ——TlogT 5(06,I3)+/ 1— (2220 gy
“{la'Yz;(OI] 2n ( oc< < T )) )
(v1—72)(logT) /2m€ [0, f]

quando T — oo, dove d(\, B) vale 1 se 0 € [, B] e O altrimenti.
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Per prima cosa osserviamo che il termine (., ) deriva dalla presenza o meno
della “diagonale” y; = ¥» nella somma a sinistra. A causa della simmetria della
distribuzione degli zeri di { possiamo dunque supporre che 0 < o0 < 3. Suppo-
nendo che la funzione 7 abbia supporto in [—1, 1] e partendo dalla (6.11.4), per il
Teorema di Montgomery 6.11.5 abbiamo

/f((x)f(a,T)dOC:V(())—l—/ #o)(F (o, T) —1)dt

R R ]
Nr(O)—l—f(O)—/_lf(a)(1_|a|)da
= r(0)+ [ o)1 - (272N 4o,

Qui stiamo usando la formula di Plancherel (la trasformazione di Fourier ¢ un’i-
sometria di L? e quindi conserva norma e prodotto scalare) ed il fatto che, se

s(a) = (Sin(vtoc)>27

o

allora §(ot) = max(0,1 — |et|). In definitiva, dal Teorema di Montgomery segue
che

S rln 1 ot )~ r0)+ [ r@(1- (Snm)2y g,

2
Y1,%2€(0,T] T T

per tutte le funzioni r € L'(R) N L*(R) tali che supp(#) C [~1,1]. Prendendo
r la funzione caratteristica dell’intervallo [a, ] (che non ha questa proprieta) e
trascurando il fattore ®(y; — V) si ottiene la Congettura di Correlazione.

Goldston & Montgomery hanno dimostrato che c’¢ una stretta relazione tra ¥
e J. Ci limitiamo ad enunciare il loro risultato.

Teorema 6.11.8 (Goldston & Montgomery) Supponiamo che sia vera la Con-
gettura di Riemann. Dati By e B, € (0,1] con By < By, si ha

J(X,0) ~ 20x2 log<l> (6.11.5)
2 0

uniformemente per © € [X 82, X8| purché (6.11.3) valga uniformemente per

T € [XB1(logX)~3,XB2(logX)3]. Viceversa, se 1 <Ay < Ay, allora (6.11.3) vale

uniformemente per X € [T, T2] purché (6.11.5) valga uniformemente per 8 €

(X141 (logX) =3, X 12 (log X )?).

Tra gli ingredienti fondamentali della dimostrazione c’¢ il fatto che, essen-
zialmente, la funzione ® ¢ la trasformata di Fourier di e 2t Si tratta di usare
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tecniche abeliane-tauberiane per trasformare i1 diversi tipi di “media” contenuti
nelle ipotesi.

Riferimenti. L articolo originale di Montgomery & [120]. Si vedano anche Heath-
Brown [68] e Goldston & Montgomery [45]. Questa presentazione & un adattamento di
Goldston [44]. Il Lemma 6.11.3 ¢ il Corollario 3 di [124]. Per risultati recenti in questo
campo si vedano Languasco, Perelli & Zaccagnini [100], [101] [102].

6.12 Considerazioni finali

6.12.1 Ancora sul Teorema di Dirichlet

Vogliamo motivare brevemente la dimostrazione del Teorema di Dirichlet data nel
Capitolo 4, ed in particolare il fatto che I’obiettivo principale della dimostrazione
¢ L(1,y) # 0 per ogni carattere non principale . La dimostrazione di Eulero del
fatto che esistono infiniti numeri primi puo essere riscritta cosi: per il Lemma
6.3.1,in ST (1) si ha

logC(s) Z Z

m>1 p

Z FE L= () + ()

ms
m>2 p mp

m pms

diciamo. Ma se s — 17 rimanendo reale, log {(s) — oo, mentre f(s) tenderebbe
ad un limite finito se esistessero un numero finito di numeri primi. Analogamente,

g Lis,1) = S50 +0,(1), dove  fls) 2 L HEL
P

Inoltre L(s,x0) = &(s)[1p|q (1 — p~*) e quindi f(s,%0) = f(s) + Oy4(1). Per orto-
gonalita

) ¢ Z %(a)logL(s,%) + Oy(1). 6.12.1)

p=a mod ¢ p x mod g

Quindi, se L(1,%) # 0 per x, # o, allora logL(s,y) & una funzione limitata in un
intorno di s = 1, ed il Teorema di Dirichlet segue dalla (6.12.1).

6.12.2 Distribuzione degli zeri e termine d’errore

Si puo dimostrare che il Teorema dei Numeri Primi nella forma che abbiamo di-
mostrato nel Capitolo 3 (cioe la relazione 7(x) ~ x(logx)~!) & equivalente all’af-
fermazione (1 +ir) # 0 per ogni ¢ > 0. In altre parole, non & necessario conoscere
la distribuzione degli zeri della funzione , né altre informazioni relative alla re-
gione 6 < 1. Questo fatto segue dalla teoria di Wiener. Bombieri [9] ha studiato la
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relazione fra una forma generalizzata delle formule di Selberg (3.4.2) ed il termine
d’errore nel Teorema dei Numeri Primi che si pu0 ottenere elementarmente. Pintz
[139] ha dimostrato che c¢’¢ una relazione quantitativa molto precisa fra regioni li-
bere da zeri per la funzione zeta e termine d’errore nel Teorema dei Numeri Primi.
Poniamo

M(x) % max{|n(t) —1i(r)]: ¢ € [2,x]}

In effetti, si ha che

X

log ~ min {(1—p)logx+log|y},

M(x)  p=p+iy

quando x — 4oco. Per esempio, se T(x) = li(x) + O(xexp(—(logx)?)) per qualche
b € (0,1), allora il risultato di Pintz implica che qualunque sia x > 2 e qualunque
sia lo zero non banale py = Bo +iYp di {, si ha

(1—Bo)logx+log|yo| > (1+0(1))(logx)”
da cui segue (essenzialmente)

_loglyl

1—Bo > (logx)”~! Togx

Si cerca il massimo assoluto della funzione a secondo membro (ricordando che
b < 1), e si trova che questa ha un massimo per logxo = ((log|Y0|)/(1— b)) VP 4a

cui segue che la funzione € non ha zeri nella regione

c(b)

>1—-— .
7 log )10

L’implicazione inversa da una regione libera da zeri della forma ¢ > 1 — ¢(logz)~®
alla stima R(x) < xexp(—c'(logx) 1/ (9“)) per il termine d’errore si pud dimostra-
re scegliendo (log7)%*! = logx nella (6.7.1).

Un calcolo molto semplice mostra che se m(x) = li(x) + O(x®), si ha (1 —
B)logx+log|y| > (14+0(1))(1 —®)logx da cui segue log|y| > (1+o(1))(B—
®)logx. Se esistesse uno zero pg = Po +1iYo di  con By > O, si potrebbe pren-
dere x abbastanza grande da rendere falsa quest’ultima relazione. Quindi, come
abbiamo visto anche sopra, si ha necessariamente By < ©.

Riferimenti. Davenport [22] Capp. 1 e 4.

6.13 The Zeta-Function Song

Concludiamo il Capitolo con una scherzosa (ma istruttiva) canzone sulla funzione
zeta.
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The Zeta Function Song (Sung to the tune of “Sweet Betsy from Pike”)

Where are the zeros of zeta of s?

G. F. B. Riemann has made a good guess,
They’re all on the critical line, said he,
And their density’s’ one over 2wlogz.

This statement of Riemann’s has been like a trigger,
And many good men, with vim and with vigor,
Have attempted to find, with mathematical rigor,
What happens to zeta as mod ¢ gets bigger.

The names of Landau and Bohr and Cramér,

And Hardy and Littlewood and Titchmarsh are there,
In spite of their efforts and skill and finesse,

In locating the zeros no one’s had success.

In 1914 G. H. Hardy did find,

An infinite number that lay on the line?,

His theorem, however, won’t rule out the case,
That there might be a zero at some other place.

Let P be the function T minus li,

The order of P is not known for x high,

If square root of x times logx we could show,
Then Riemann’s conjecture would surely be so>.

Related to this is another enigma,

Concerning the Lindelof function (o)

Which measures the growth in the critical strip®,
And on the number of zeros it gives us a grip.

But nobody knows how this function behaves,
Convexity tells us it can have no waves,
Lindelof said that the shape of its graph,
Is constant when sigma is more than one half.

Oh, where are the zeros of zeta of s?
We must know exactly, we cannot just guess,
In order to strengthen the prime number theorem,

The path of integration must not get too near’em>.

Tom Apostol, Number Theory Conference, Caltech, June 1955

What Tom Apostol Didn’t Know
André Weil has bettered old Riemann’s fine guess,
By using a fancier zeta of s,
He proves that the zeros are where they should be®,
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Provided the characteristic is p.

There’s a good moral to draw from this long tale of woe
That every young genius among you should know:

If you tackle a problem and seem to get stuck,

Just take it mod p and you’ll have better luck.

Anonymous (Saunders Mac Lane?), Cambridge University, 1973

What fraction of zeros on the line will be found
When mod ¢ is kept below some given bound?
Does the fraction, whatever, stay bounded below
As the bound on mod ¢ is permitted to grow?

The efforts of Selberg did finally banish

All fears that the fraction might possibly vanish’.
It stays bounded below, which is just as it should,
But the bound he determined was not very good.

Norm Levinson managed to show, better yet,

At two-to-one odds it would be a good bet,

If over a zero you happen to trip

It would lie on the line and not just in the strip®.

Levinson tried in a classical way,

Weil brought modular means into play,

Atiyah then left and Paul Cohen quit,

So now there’s no proof at all that will fit.

But now we must study this matter anew,

Serre points out manifold things it makes true,

A medal® might be the reward in this quest,

For Riemann’s conjecture is surely the best.

Saunders Mac Lane

Note.

1. Vedi il Teorema di Riemann & von Mangoldt 6.5.4.

2. Sia No(T) := |{p = 3 +iv: {(p) =0, y€ [0,T]}| il numero degli zeri di
zeta sulla retta critica 6 = % Hardy ha dimostrato che per 7 — +oo si ha
No(T) > AT per qualche A > 0.

3. Si veda il Teorema 6.8.1.

4. Per 6 € R si ponga u(c) =inf{a € R: |{(c+it)| < |t|* per |t| — +oo}. La
teoria generale delle serie di Dirichlet implica che u € convessa, e la (6.2.1)
implica che u(c) = 0 per 6 > 1. La Congettura di Riemann implica che
u(c) =0perc > % e questo a sua volta implica I’Ipotesi di Densita 6.10.2.
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5. Questo ¢ necessario nella dimostrazione del Teorema 6.6.4.

6. Weil ha dimostrato I’analoga della Congettura di Riemann per certe curve.
7. Selberg ha dimostrato che No(T') > AN(T) per T — oo per qualche A > 0.
8. Levinson ha dimostrato che la costante A qui sopra vale almeno %

9. Chi dimostrera la Congettura di Riemann ricevera certamente la Medaglia
Fields.

6.14 Problemi aperti

Congettura di Riemann a parte, un miglioramento della regione libera da zeri
porterebbe immediatamente ad un corrispondente miglioramento delle stime per
7t(x) —1li(x). Al momento attuale non & noto se, con la notazione del §6.8, si abbia
® < 1. Questo risultato sarebbe probabilmente il piti importante degli ultimi 150
anni. Una congettura pid debole di quella di Riemann, ma che avrebbe impor-
tanti conseguenze per le applicazioni come abbiamo visto, ¢ 1’Ipotesi di Densita
6.10.2. Bourgain [17] ha dimostrato che la stima di densita vale in % <oc<l1,
ed & noto che stime piu forti sono valide vicino a ¢ = 1. Se fosse vera questa
congettura, si avrebbe che (3.8.2) vale uniformemente per xl/2te <y <ux, come
nel Teorema 6.10.4. Al momento attuale il risultato migliore vede % al posto di 2
nell’esponente: si veda il Teorema 6.10.1.

Montgomery [ 20] ha introdotto la cosiddetta correlazione fra le coppie di ze-
ri: si tratta di una Congettura sulla distribuzione verticale degli zeri della funzione
zeta, supponendo che sia valida la Congettura di Riemann 6.8.1. 3

Selberg [161] ha introdotto una classe di funzioni che generalizza le proprieta
della funzione { di Riemann e delle funzioni L di Dirichlet. Si vedano le rassegne
di Kaczorowski [88] e Perelli [136] e [137] per una introduzione motivata.

SFIXME: Prendere regione libera da zeri e applicazione da [180]. Conferenza del dicembre
2012 e trasformate varie.
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Capitolo 7
Il problema di Goldbach

In questo Capitolo cercheremo di spiegare perché la congettura di Goldbach ¢
difficile, tanto da non essere stata ancora dimostrata. Si tengano presenti le Con-
getture espresse dalle (5.6.1) e (5.6.2), nonché le argomentazioni che conducono
alla (5.3.4) ed al Teorema 5.5.6.

7.1 Problemi additivi: il metodo del cerchio

Nel corso degli ultimi secoli si sono presentati all’attenzione dei matematici molti
problemi di natura additiva, come per esempio il problema di Waring ed il proble-
ma di Goldbach. Posto in generale, il tipico problema additivo puo essere visto
cosi: sono dati s sottoinsiemi di N, 4y, ..., A, non necessariamente distinti, dove
s € N ¢ almeno 2. Il problema consiste nel determinare il numero di soluzioni
dell’equazione

n=ay+a+---+a (7.1.1)

dove n € N ¢ dato, e a;j € 4 per j =1, ..., s, o per lo meno, dimostrare che
per n sufficientemente grande questa equazione ha almeno una soluzione. Nel
problema di Waring si prendono tutti gli insiemi A; uguali alle k-esime potenze
e si cerca di determinare il minimo s per cui I’equazione (7.1.1) ha soluzione per
ogni n € N, oppure il minimo s per cui I’equazione (7.1.1) ha soluzione per ogni
n € N sufficientemente grande. Nel Teorema di Lagrange 1.5.1 abbiamo visto che
ogni intero n € N si rappresenta come somma di al pid 4 quadrati. Nel problema
binario di Goldbach si prendono 4; = A4, =, I’insieme di tutti i primi. Si osservi
che in questo ed in casi analoghi ci sono motivi aritmetici che impongono delle
restrizioni agli n per cui ci si chiede se la (7.1.1) abbia una soluzione.

Il metodo per affrontare i problemi additivi che vedremo ha la sua origine in un
articolo del 1918 di Hardy & Ramanujan [64] sulle partizioni, ma dato il numero
di problemi affrontati e risolti in questo modo da Hardy & Littlewood [62], [63]

177
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negli anni "20 del XX secolo ormai ha preso il loro nome o quello di “metodo del
cerchio.” Descriveremo le idee di Hardy, Littlewood & Ramanujan, con una certa
dose di dettagli. Per semplicita, inizieremo dal caso in cui s =2 ed 4; = 4, = 4.
Si parte ponendo

1 sene A4,
0 altrimenti.

f(z) = falz )def Z a(n)7", dove  a(n)= {

n=0

Se A4 ¢ infinito (in caso contrario il problema non ha interesse) allora f ¢ una
serie di potenze con raggio di convergenza uguale ad 1. Ci interessa studiare
il numero delle “rappresentazioni” di n nella forma a; +a; cona; € 4, j =1,
2, poiché, presumibilmente, questo numero ¢ grande e ci aspettiamo che sia pid
facile determinarne una minorazione. Poniamo quindi

rz(n)déf‘{(al,az) €AxA:n=a;+a}|,

Per le note proprieta delle serie di potenze (prodotto di Cauchy), per |z| < 1 si ha

= fc(n)z" dove c(n) = ZZ a(h)a(k)
=0 v

ed a(h)a(k) # 0 se e solo se h, k € 4; dunque c( )=nr(n ) Allo stesso modo

si dimostra che f*(z) = :‘X’O rs(n)z" dove rg(n |{ ai,. )EA  n=a;+
S as}| Per il Teorema di Cauchy, per p < 1 si ha qu1nd1

()
771 Py T 92 (7.1.2)

rz(l’l) =

dove Y(p) ¢ la circonferenza di centro I’origine e raggio p. Per certi insiemi 4 &
possibile determinare uno sviluppo asintotico per f in un intorno delle singolarita
presenti sulla circonferenza y(1) e quindi si puo stimare 1’integrale nella (7.1.2)
prendendo p una funzione di n che ha limite 1.

Possiamo usare questo metodo per “risolvere” un problema piuttosto sempli-
ce: dato k € N*, determinare in quanti modi ¢ possibile scrivere n € N come
somma di esattamente k& numeri naturali. In altre parole, vogliamo determina-
re re(n) == |{(a1,...,a) € N*: n =a; +--- 4+ a;}|. Naturalmente & possibile

dlmostrare dlrettamente che ri(n) = (”ﬁ?l) In questo caso 4 = N e dunque

flz) = Z+ 0t =11 —2z)~ . Quindi, per p < 1,

1 d
re(n) = —.7{( )(—Z. (7.1.3)

21 Jyp) (1 _Z)kzn—i—l
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Si osservi che la funzione integranda ha una sola singolarita sulla circonferenza
v(1), e di un tipo piuttosto semplice. In questo caso particolare & possibile calco-
lare esattamente il valore dell’integrale a destra nella (7.1.3): infatti, poiché p < 1,
vale lo sviluppo

(e (Pt = £ (o

m=0

La serie a destra converge totalmente in tutti i compatti contenuti in {z € C: |z| <
1} e dunque possiamo sostituire nella (7.1.3) e scambiare ’integrale con la serie:

1 3~k m m—n—1

m=0
i L0 e =0 ()
2mi =0 m 0 altrimenti, n

e non ¢ difficile vedere che (—1)" (_nk) = (”ﬁ;l) . Siosservi infine che la funzione

integranda ¢ relativamente piccola su tutta la circonferenza y(p) a parte un piccolo
arco vicino al punto z = p, il quale da il contributo principale all’integrale nella
(7.1.3).

In generale non ¢ possibile valutare direttamente ed esattamente 1’integrale,
ed inoltre la funzione integranda avra pid singolarita sulla circonferenza y(1).
Per esempio, per determinare in quanti modi ¢ possibile scrivere n € N come
somma di esattamente k interi dispari, dobbiamo prendere la funzione g(z) =
Y =22 = z/(1 — 2%), che ha singolarita in z = £1. In questi casi si dovra
cercare uno sviluppo asintotico per la funzione integranda valido in prossimita di
ciascuna singolarita.

Questo procedimento ¢ stato utilizzato da Hardy & Littlewood negli anni ’20
per dimostrare molti risultati relativi al problema di Waring e per portare il primo
vero attacco al problema di Goldbach. Negli anni *30 Vinogradov introdusse alcu-
ne semplificazioni che rendono la sua versione del metodo del cerchio piu facile
da esporre. L'idea di base di Hardy & Littlewood ¢ quella di avere una funzione
fissata, f(z)* nell’esempio precedente, e prendere p come funzione di n che ha
limite 1; inoltre si devono cercare opportuni sviluppi asintotici nei pressi delle
singolarita che la funzione integranda presenta sulla circonferenza y(1). Vinogra-
dov osserva che alla quantita r,(n) contribuiscono solo gli interi m < n: dunque si
puo introdurre la funzione

N N+1
1_
-t (7.1.4)
1—z
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(I’ultima uguaglianza ¢ valida per z # 1). Per n < N, il Teorema di Cauchy da

ri(n) = L In(2) dz

(7.1.5)

In questo caso non ci sono singolarita della funzione integranda (si ricordi che fy ¢
una somma finita, € quindi non ci sono problemi di convergenza): per questo moti-
vo possiamo fissare una volta per tutte la circonferenza su cui si integra. Poniamo
e(x) := e?™* e facciamo il cambiamento di variabile z = e(a) nella (7.1.5):

1
re(n) = /0 £ (e(o)) e(—no) do. (7.1.6)

Questa ¢ anche la formula che da I’n-esimo coefficiente di Fourier della funzione
fll\‘, (e((x)), per I’ortogonalita della funzione esponenziale complessa. Per futura
comodita poniamo Ty (o) = T(at) := fy(e(at)); per la (7.1.4) si ha quindi

@ ¥ el
1—e((N+1)a) sin((N +1)a) .
= [—e(a) e(zN0) sy CHFE (717
N+1 se € Z.

Si veda la Figura 7.2 per il grafico di |Tho(a)|. La proprieta che ci serve per
concludere la nostra analisi “elementare” riguarda la rapidita con cui la funzione
T decade quando o si allontana dai valori interi: dalla (7.1.7) si ricava facilmente
che

Ty (ot)| < min (N+1 )gmin(N+1,||oc|yl) (7.1.8)

" | sin(mol) |
poiché T & periodica di periodo 1 ed inoltre o < sin(7at) per o € (0, %] Questa
disuguaglianza mostra che se = 8(N) non & troppo piccolo, I’intervallo [3, 1 — 9]

non da un contributo apprezzabile all’integrale nella (7.1.6): infatti, se 6 > 1/N e
k > 2 abbiamo

1-6 1-6 2
g/s |TNk(oc)|doc§/6 da 2 51k (7,19

1-8
Ty (o)e(—na) dot —

e questo ¢ O(Nk_]) non appena 8! = o(N). In altre parole, & sufficiente che §
sia appena pit grande di N~! affinché il contributo dell’intervallo [3,1 — §] al-
I’integrale nella (7.1.6) sia piu piccolo del termine principale che, ricordiamo, ¢
dell’ordine di N*~!(k —1)!~!. In altre parole ancora, il termine principale & con-
centrato attorno ad o = 0. Puo0 essere interessante notare che, almeno nel caso
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k = 2, ¢ possibile spingere la nostra analisi ancora pid avanti: prendendo n = N e
8~ =o(N), perle (7.1.6) ed (7.1.9) si ha

(V) = /01 (sin(n(N—f— o) >2d0c

sin(Tat)

3 /sin
:2/0 (S ggz;—;)l)a))zdowo(N), (7.1.10)

perché la funzione integranda ¢ periodica di periodo 1 (se ne veda la definizione).
Suddividiamo I’intervallo [0,d] negli intervalli I, :== [dp,0441], per h =0, ...,
dove abbiamo posto 8, := h/(N + 1). Stimando I’integrale su I, con I’area del
triangolo inscritto nel grafico si trova che quest’ultimo vale approssimativamente
4N?(mth)~2 quando h & dispari. Facendo la somma su tutti i valori ammissibili di
h si trova, coerentemente con quanto gia sappiamo, che I’integrale a destra nella
(7.1.10) vale N +o(N).

Riferimenti. Il riferimento classico per il metodo del cerchio ¢ la monografia di Vau-
ghan [168]: in particolare, per quanto riguarda questo paragrafo si veda il Cap. 1. Si
vedano anche Hardy [61] Cap. 8 (in particolare 1 §§8.1-8.7) e James [87] §5. La genesi
dell’idea di studiare il comportamento della funzione generatrice in prossimita di diver-
se singolarita ¢ esposta molto chiaramente in Hardy & Ramanujan [64] (in particolare i
§§1.2-1.5) ed in Hardy [61] Cap. 8 (in particolare i §§8.6-8.7). Per il problema di Waring
si vedano Hardy & Wright [65] Capp. 20-21 per un’introduzione, e Vaughan [168] per
uno studio pid approfondito). Per la relazione fra serie di Laurent e serie di Fourier vedi
Titchmarsh [165] §13.12. Si veda anche il survey di Kumchev & Tolev [92].

7.2 1l problema di Goldbach

Dopo questa lunga introduzione volta alla spiegazione del meccanismo del meto-
do del cerchio in un caso (relativamente) semplice, siamo pronti ad affrontare il
ben pit complicato problema di Goldbach. Da qui in poi, le variabili p, p1, p2,
..., indicano sempre numeri primi. Ci interessa il numero di rappresentazioni di
n come somma di due primi

def

rg(n) =

dove p; e p> non sono necessariamente distinti, ma consideriamo distinte le rap-
presentazioni p; + pa € p2 + p1 se p1 # pa. Per il momento non facciamo 1’ipotesi
che n sia pari. Prendiamo un intero grande N e poniamo

‘{<p17p2) E‘BX‘BZ ”:p1+P2}|a

V(o) =Vy(@) = Y e(pa).
p<N



182 A. Zaccagnini. Introduzione alla Teoria Analitica dei Numeri (2014)
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Figura 7.1: 1l grafico della funzione |Sao(ot)| nel quale si notano molto bene i
picchi in prossimita dei valori razionali di o0 = 0, %, %, %, %, %, mentre in O, = zlt’ %

non c¢’¢ picco poiché u(4) = 0.
Per I’ortogonalita della funzione esponenziale complessa, per n < N si ha

/OIV(Oc)ze(—noc)doc: Y ) /16((p1+l72—n)06)doc:r2(n). (7.2.1)

P1SN p,<N

Di nuovo, questa ¢ la formula che da I’n-esimo coefficiente di Fourier della funzio-
ne V(a)? (cfr la (7.1.6)), e permette di trasformare il problema di Goldbach in un
problema che puo essere affrontato con le tecniche dell’analisi reale e complessa.

Suddividiamo I’intervallo unitario [0,1] (o il cerchio unitario che si ottiene
mediante 1’applicazione x — ¢>™¥) in sotto-intervalli centrati approssimativamente
sui numeri razionali con denominatore g < Q, dove Q = Q(N) & un parametro:
questa si chiama dissezione di Farey di ordine Q (vedi la Definizione 5.4.6). Gli
intervalli corrispondenti ai numeri razionali con denominatore ¢ < P (dove P =
P(N) & un altro parametro, che di solito viene scelto in modo tale che PQ sia
dell’ordine di N) si chiamano archi principali e gli altri archi secondari (ma in
italiano non ¢ infrequente la dizione impropria di archi maggiori e minori). Hardy
& Littlewood [62, 63] osservarono che la funzione Vy ha uno sviluppo asintotico
su ciascuno degli archi principali, che corrisponde ad un picco della funzione
vicino ai punti razionali con denominatore “piccolo” (vedi Figura 7.1). Sfruttando
il contributo di questi picchi, e trascurando i termini d’errore, Hardy & Littlewood
ritrovarono le formule asintotiche espresse nelle Congetture (5.6.1) e (5.6.2).

Per motivi tecnici che saranno piu chiari in seguito, invece di studiare la
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funzione r,(n) consideriamo piuttosto la versione “pesata”

def
Ry(n)= Y logpilogps.
p1t+p2=n

In altre parole, invece di contare ogni rappresentazione di n come p; + p> con
peso 1, la facciamo pesare log p; log p,. Naturalmente r,(n) € positiva se e solo se
R>(n) lo &, e quindi se I’obiettivo & semplicemente quello di dimostrare la conget-
tura di Goldbach nella sua forma originaria, possiamo tranquillamente formularla
mediante R»(n). Con notazione ormai tradizionale scriviamo

def
S(@)=Sn()E ¥ logpe(pa) e B8(N:g.a)E Y logp.
PN p=N
p=a mod ¢

Per il Teorema dei Numeri Primi nelle progressioni aritmetiche 4.4.2 si ha

G(N;q,a)=%+E1(N;q,a)
dove

Ei(N:g,a) = Oq (Nexp{—C(A) Y/ 10gN}> ,

uniformemente per ¢ < (logN)*, dove A > 0 & una costante arbitraria ma fissata e
C(A) ¢ una costante positiva che dipende solo da A, purché (a,q) = 1. In analogia
con la (7.2.1), per n < N si ha

1
Ro(n) = /0 S(a)?e(—nay) da. (7.2.2)

Calcoliamo S su un razionale a/q, quando 1 <a <ged (a,q) = 1:

S(f)zf Y logpe(p Zi: Y logp

q

h=1 p<N P<N
p=h mod ¢ p=h mod g
q q
Z O(N:q,h Z 0(N;q,h)+ O(logq), (7.2.3)

dove * significa che alla somma abbiamo aggiunto la condizione supplementare
(h,q) = 1. Nel penultimo passaggio abbiamo ripartito i numeri primi nelle classi
h mod ¢, e poi abbiamo sfruttato il fatto che le progressioni relative ad un 4 con
(h,q) > 1 contengono al pit un numero primo, che risulta essere un fattore primo
di g. Per il Teorema 2.2.11 e per la (7.2.3) abbiamo dunque

a N q * i
S(a) :mz e ; E1 N;q,h)+ O(logq)

h=1
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H(q)
0(q)

q
N+Y" e(he)Ei(Nsq,h) + O(logq), (7.2.4)
h=1

dove u & la funzione di Mébius. E questo il senso preciso in cui si deve intendere
I’affermazione precedente che |S(ot)| & grande quando o € un numero razionale:
si noti che la grandezza di }S (a/ q)| decresce essenzialmente come ¢~ '. Poiché S
¢ una funzione continua, ci si aspetta che |S| sia grande in un intorno di a/g, e si
sfrutta questo fatto per trovare una formula approssimata per Ry(n). Per comin-
ciare, estendiamo 1’influenza del picco vicino ad a/q per quanto ci & possibile: lo
strumento piu semplice da usare a questo proposito ¢ la formula di sommazione
parziale A.1.1. E essenziale sottolineare il fatto che il numero e la larghezza degli
archi principali dipendono in modo cruciale dalla possibilita di ottenere una buona
stima per il termine d’errore che compare nel passaggio da S(a/q) ad S(a), dove
o appartiene all’arco che contiene a/q.

Lemma 7.2.1 Scelta arbitrariamente la costante A > 0, esiste una costante po-
sitiva C = C(A) tale che per 1 <a < q < P := (logN)4, con (a,q) = 1 e per
In| < PN~ siha

O () .
S<q+n> = ¢(q)T(n)+E2(N,q, M) (7.2.5)

dove

E>(Niq,a,m) = Oy (Nexp{—C(A)MlogN}) .

Dim. Questo ¢ il Lemma 3.1 di Vaughan [ 168]. Gli ingredienti fondamentali sono
il Teorema dei Numeri Primi nelle progressioni aritmetiche 4.4.2, la formula di
sommazione parziale, la (7.2.4) ed il Teorema 2.2.11. O

La dimostrazione di questo Lemma mostra piuttosto chiaramente che non pos-
siamo prendere gli archi principali troppo numerosi o troppo ampi oppure g trop-
po grande se vogliamo ancora avere un termine d’errore sufficientemente piccolo.
Indichiamo dunque con M (g,a) := [9 — L 1%} I’arco principale relativo al

9 N’gq
numero razionale a/g, e scriviamo

q
mE ) U Mge) e mE[PNL14PN]\ M,
q<P a=1

dove di nuovo * indica che abbiamo aggiunto la condizione supplementare (a,q) =
1. 2t ¢ dunque I'insieme degli archi principali, ed il suo complementare m ¢ 1’in-
sieme degli archi secondari. Abbiamo traslato I’intervallo di integrazione da [0, 1]
a [PN 1 1+PN _1} per evitare di avere due “semi-archi” in 0 ed in 1, ma questo
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¢ legittimo perché tutte le funzioni di cui ci stiamo occupando hanno periodo 1.
Per n < N dalla (7.2.2) abbiamo

Ro(n) = /0 ' S(00)%e(—ner) dot < /m+ /m ) S(00)%e(—nar) dot
BEL )

diciamo. D’ora in avanti scriveremo ~ per indicare un’uguaglianza asintotica
attesa (ma non ancora dimostrata). Se per il momento trascuriamo il contributo
degli archi secondari Ry, (n) e tutti i termini d’errore trovati fin qui, per la (7.2.5)
abbiamo

q = 2
Ron(n) ~ Z */PN MT(T])%(—”(%*FT])) dn
g<P a

= J-pn-10(q)?
2 4 PN
- pgéggz *e(_”g)/fw_lT(“)ze<—fm)dn- (7.2.6)
q< a=1 —

Se estendiamo I’integrale a tutto I’intervallo [0, 1] troviamo

1
/OT(n)ze(—nn)dn: Y lI=n+l~n (7.2.7)

mi+my=n
m12>0,m>0

Dunque, si puo pensare che R, (n) sia ben approssimato da

Ron(n) ~n Y H49) i —nY “(L)ch(n). (7.2.8)

q<p¢ q g<P q)(Q)

Per il Teorema 2.2.11 la (7.2.8) diventa

ua)? (g ¢(q)
Rm(n)qu<P¢(‘1)2 (( )> (q/(q,n))
., u(q )2 (‘I/( vn))
= L. 50 olartan)

Ora estendiamo la somma a tutti gli interi ¢ > 1 (commettendo un errore stima-
bile in modo preciso): osserviamo che I’addendo della somma ¢ una funzione

=
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moltiplicativa di g e quindi per il Lemma 2.1.5 e per il Teorema 2.3.1 abbiamo

u(g )2 (q/(q,n)
= 0(a) 0(q/(q,n)

- 2u(q/(g;n
- Z¢ ) 0(a/

(
g>1 q <Q7

dove il prodotto ¢ esteso a tutti i numeri primi ed

Ron(n) =n

)
)
; =n[T(1+ fu(p)) (7.2.9)

1
I )défu(l?)zﬂ(l?/(l’a”» ) p-1

) 1
o(p) ¢(p/(p,n)) R se ptn.

Se n & dispari il fattore 1+ f£,(2) vale 0, e quindi la (7.2.9) predice che non ci
dobbiamo aspettare rappresentazioni di n come somma di due numeri primi. In
effetti, se n & dispari allora Ry(n) =0 se n—2 non & primo, ed Ry (n) = 2log(n—2)
se n—2 ¢ primo: il risultato della formula (7.2.9) deve essere inteso nel senso che
R>(n) = o(n). Viceversa, se n ¢ pari possiamo trasformare la (7.2.9) con qualche

calcolo:
Nn!)']n<1+—l)gn<1—ﬁ)
2
=2n]] (pljl _](Dlzp_l)%)[gc_ﬁ)

pln
p>2

se p|n,

dove 2Cy ¢ la costante dei primi gemelli e S(n) ¢ la cosiddetta “serie singolare”
definita nella (5.3.3). La serie singolare tiene conto delle irregolarita di Ry (n)/n
che sono, in effetti, di natura aritmetica. Questa ¢ dunque la formula asintotica per
R>(n) data dall’euristica basata sul Teorema dei Numeri Primi nelle progressioni
aritmetiche. E pit grande di un fattore (logn)? della formula per r;(n) che si
otterrebbe con il procedimento usato nel Teorema 5.5.6 (cfr la (5.6.2)) a causa
dei “pesi” log pilogp, che abbiamo dato alle rappresentazioni. Nel prossimo
paragrafo indicheremo brevemente quali dei punti lasciati in sospeso qui sopra
rappresentano davvero un problema.

Riferimenti. Posto E(N):={2n <N: ry(2n) =0}, nel §3.2 di Vaughan [168] si dimo-
stra che per ogni A > 0 si ha |E(N)| = O4 (N(logN) ™). Un’applicazione del metodo del
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20 —

| | | | |
—-0.4 —0.2 0 0.2 0.4

Figura 7.2: 1l grafico della funzione | T>p(o)| nel quale si nota molto bene che que-
sta funzione ha un grosso picco in prossimita dei valori interi di o, ed ¢ altrimenti
molto piccola.

cerchio a diversi problemi legati alla congettura di Goldbach si puo trovare in Languasco
[99], mentre in Zaccagnini [176] si puo trovare anche una breve introduzione al metodo
del cerchio simile alla presente. Un’altra argomentazione euristica per il numero dei primi
gemelli si trova in Hardy & Wright [65] §22.20. Le congetture di cui si parla in questo
Capitolo ed in Zaccagnini [178] sono inquadrate nel contesto generale della congettu-
ra di Schinzel & Sierpifiski nell’introduzione di Halberstam & Richert [58]; si vedano
le Note relative per la versione quantitativa di Bateman & Horn (vedi anche Zaccagnini
[178], formule (6), (8) e (10) e la “Coda” per il caso delle “costellazioni” di primi). Una
maggiorazione per r,(n) del giusto ordine di grandezza ¢ contenuta nel Teorema 3.11 di
Halberstam & Richert [58]. Per altre strategie per la dimostrazione della congettura di
Goldbach si veda Ribenboim [152] §4.VI, e per ulteriori riferimenti Guy [57] §C.1.

7.3 Dove sono le difficolta?

Per brevita parleremo soltanto delle due pid importanti questioni che rimangono
da risolvere. Infatti, I’approssimazione che facciamo nel passare dalla (7.2.6)
alla (7.2.7) puod essere giustificata ricordando che per la (7.1.8) si ha |T(a)| <
min(N + 1,]jo|~!): la Figura 7.2 mostra che T (o) decade molto rapidamente
allontanandosi dai valori interi di o.. L’errore commesso nella (7.2.9) puo essere
messo in una forma quantitativa sfruttando il fatto che la serie ¢ assolutamente
convergente e che la funzione f;, ¢ moltiplicativa. Rivolgiamo dunque la nostra
attenzione all’approssimazione di 6(N; g, a) ed al contributo degli archi secondari.
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7.3.1 Approssimazione della funzione 6 di Chebyshev

L’ approssimazione di 0 fornita dal Teorema dei Numeri Primi nelle progressioni
aritmetiche 4.4.2 ¢ piuttosto debole per due motivi: come abbiamo gia osservato,
questa ¢ valida in un intervallo di valori di ¢ ristretto e siamo quindi costretti a
prendere il parametro P (che serve per distinguere gli archi principali da quelli
secondari) piuttosto piccolo come funzione di N.

In secondo luogo la maggiorazione oggi nota per 1’errore ¢ troppo grande: si
congettura che questo errore sia in realtd molto pid piccolo. E noto che la dif-
ferenza O(N;q,a) — N/0(q) dipende essenzialmente da una somma i cui addendi
sono del tipo NP /(¢(q)p), dove p indica il generico zero complesso di opportu-
ne funzioni L di Dirichlet. Nel caso pid semplice, quando ¢ = a = 1, la formula
esplicita 6.6.4 implica che per T < N

O(N) =N — Y NP + O(]%](logN)z + \/Nlogzv) (7.3.1)
peCt.c. {(p)=0
p=p-+iv,
<7
dove p = B +1iy ¢ il generico zero della funzione zeta di Riemann con 3 € (0, 1).
Questa formula mostra che al posto della funzione 7'(n) definita dalla (7.1.7),
conviene prendere come approssimazione di S(E—I’ + n) la funzione

K=Y (1= ¥ " )eom)

<N pisT

dove il coefficiente di e(nm) € la derivata rispetto ad N dei primi due termini nella
(7.3.1), calcolata in n (poiché se f ¢ regolare Y f(n) ~ [ f(¢)dr). L approssi-
mazione di S cosi ottenuta ¢ valida solo vicino a 0, ma introducendo le funzioni
L di Dirichlet si possono trovare approssimazioni simili, valide su ciascun arco
principale.

E anche noto che il caso ottimale per la distribuzione dei numeri primi & quello
in cui rutte le parti reali B di tutti gli zeri p = B + iy della funzione { con Yy # 0
sono uguali ad % (Congettura di Riemann 3.1.4): se cosi ¢, allora si ha la buona
approssimazione 8(N) = N + O(N 12(logN )?) che & equivalente alla 3.1.4. Ana-
logamente, se si riuscisse a dimostrare che tutti gli zeri di tutte le funzioni L di
Dirichlet hanno parte reale uguale ad % (Congettura di Riemann Generalizzata),
per g < N si avrebbe anche la stima

0(N;q,a) = % +O(N'2(logN)?). (7.3.2)

Si osservi che le stime 3.1.4 e (7.3.2) sono ottimali, e cio¢ I’esponente di N nel
termine d’errore non puo essere ulteriormente abbassato. Questo significa che non
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si riuscirebbe a dimostrare la congettura di Goldbach neppure se si dimostrasse la
(7.3.2). La situazione nel caso generale ¢ > 1 ¢ pit complicata di quella nel caso
g = 1: infatti non ¢ ancora possibile escludere che qualcuna delle funzioni L di
Dirichlet abbia uno zero reale 3 € (0,1), con 3 molto prossimo ad 1, e questo &
essenzialmente il motivo per cui siamo costretti ad imporre una severa limitazione
per g come detto a proposito del Teorema 4.4.2. Il contributo di questo even-
tuale zero sarebbe NP /(0(¢)B), e ciod molto prossimo al “termine principale”
N/d(q), cosi da vanificare la possibilita di avere un errore sufficientemente pic-
colo nella formula asintotica per (N;q,a) per questo particolare valore di ¢, e di
conseguenza per Ry (n).

7.3.2 1l contributo degli archi secondari

Il problema principale presentato dagli archi secondari ¢ costituito dal fatto che
non si riesce a dare una buona stima individuale del loro contributo: in altre parole,
¢ relativamente semplice dimostrare che in media su tutti gli interi n € [1,N] gli
archi secondari non danno un grande contributo ad R,(n), ma non & possibile
trovare una maggiorazione altrettanto buona per ogni singolo valore di n. Per la
formula che da il coefficiente di Fourier n-esimo, la disuguaglianza di Bessel ed il
Teorema dei Numeri Primi 3.1.3 si ha

Py [ stape(-na)do| " < [ Is(ogf*ao< sup s(a) [ 15 (002 dar

= O(NlogN sup |S(Oc)|2>.

oem

Dalla (7.2.4) possiamo aspettarci (e questo puo essere dimostrato rigorosamente
in una forma pid debole) che I’estremo superiore qui sopra valga essenzialmente
N?P~2 dato che se o € m allora & “vicino” ad un razionale con denominatore > P.

Lemma7.3.1 Per 1 <a<gq<N, (a,q) =1ed|m| <q 2 siha
a
Per mezzo di questo Lemma, in effetti si riesce a dimostrare che

Y Ra(m)P= Y| / _na doc) = O(N*(logN)°P™ 1) (7.3.3)
n<N

n<N

e questo dice che, per la “maggioranza” degli interi n € [1,N] si ha |Ryn(n)| =
O(NP_]/ 3) , che ha ordine di grandezza minore del contributo degli archi princi-
pali dato dalla (7.2.9).
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Riferimenti. La (7.3.2) & in Davenport [22] Cap. 20. Il Lemma 7.3.1 & il Teorema 3.1
di Vaughan [168]. Per la (7.3.3) vedi Davenport [22] Cap. 25. Chen ha dimostrato che
ogni numero pari sufficientemente grande puo essere scritto come somma di un primo e
di un intero che ha al massimo 2 fattori primi (Halberstam & Richert [58] Cap. 10). Una
dimostrazione relativamente semplice di questo fatto (ma con 4 al posto di 2) si trova nel
§9di[10].

7.4 Risultati “per quasi tutti”’ gli interi pari

In questo paragrafo indichiamo brevemente come sia possibile dimostrare che
gli interi pari n per cui Ry(n) = 0 sono piuttosto rari: pid precisamente, posto
E(N) :={n < N:n & pari e Ry(n) = 0}, dimostreremo che dato B > 0 si ha
|E(N)| = Op(N(logN)~%). Questa & una conseguenza immediata del

Teorema 7.4.1 Dato B > 0 si ha

Z |R>(n) — nS(n) |2 < N? (logN)~5.

n<nN

Schema della dimostrazione. Non ¢ troppo difficile dimostrare che per n < N si
ha

Ron(n) = nS(n,P) + Oa (n(logn)P~ 1) (7.4.1)
usando il Lemma 7.2.1 e le (7.1.8), (7.2.6)—(7.2.7), dove
def v H(q)*
S(n,P)= ) ( 5cq(n). (7.4.2)
4=p 9(@)

Per il Teorema 2.3.1, sfruttando anche il Teorema 2.2.11 ed alcune stime elemen-
tari che riguardano la funzione ¢ di Eulero, si trova che

Y |8(n,P) —&(n)|” < N(logN)*P~". (7.4.3)

n<N

Ricordiamo la disuguaglianza elementare |a+ b+ c[* < 3(|a|? +|b|* +|c|?). Ab-
biamo

Y [Ra(n) —n&(n)* < X [Ron(n) —n(n,P)[*

n<N n<N
+ Y [n&(n,P) = n&Sm)[* + ¥ [Ru(n)|”
n<N n<N

< N3(logN)> 2 + N3 (logN)*> ™ 4+ N3 (logN)*
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< N3(logN)*4
per le (7.3.3), (7.4.1)—(7.4.3). Scegliendo ora A > B+ 9 si ottiene la tesi. O
Infine, sia £'(N) := {n € [N,N]: n& parie R,(2n) =0} = E(N) N [3N,N].
Dato che per la (5.3.3) &(n) > 2Cy quando n & pari, si ha
Y |Ra(n) —n&(n (n)]? > Y pcnP>= Y 2Cm)

n<N n<N.2|n N/2<n<N,2/n
R>(n)=0 R>(n)=0

> SGE W)V,

e quindi |E'(N)| = Op(N(logN)~#) per ogni B > 0. Il risultato relativo ad E(N)
segue decomponendo I'intervallo [1,N] in O(logN) intervalli del tipo [3M,M].

7.5 Varianti: il Teorema dei tre primi ed i primi
gemelli

Il metodo di Hardy & Littlewood ¢ estremamente flessibile e si pu0 applicare ad
una grande quantita di problemi diversi. Per esempio, con notazione analoga a
quella di sopra abbiamo

1
R ¥ logpilogplogps = [ S(@)e(-nor)do
p1+patp3=n 0

se n < N. Un’argomentazione simile a quella qui sopra mostra che R3(n) puo
essere bene approssimata dal solo contributo degli archi principali e questo da la
relazione

Rs(n) = %n263(n) + 04 (n2(1ogn)*A>, (7.5.1)

qualunque sia la costante positiva A. Qui abbiamo

s =T (1 1,250 TI(1- )

Il fatto di avere 3 addendi invece di 2 fa mutare completamente la natura del pro-
blema: ci limitiamo ad osservare che in questo caso ¢ piuttosto semplice trovare
una buona maggiorazione individuale (cioe per ogni n) per il contributo degli archi
secondari. Infatti, dal Lemma 7.3.1, pern < Ne g > Psiha

(/s _not)da| < sup [S(at y/ [S(0) P det = O (10gm)*P~'12).
ocm
(7.5.2)
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Deshouillers, Effinger, te Riele & Zinoviev [25] hanno dimostrato che se ¢ vera la
Congettura di Riemann Generalizzata allora turti gli interi dispari n > 7 si possono
scrivere come somma di tre numeri primi. Una semplice osservazione mostra
anche come il problema dei primi gemelli sia naturalmente legato al problema di
Goldbach:

1
def
on() ™ Y logpilogpr = [ [S(0)fe(-nor)do
p2<N 0
p2—pi1=n

come si vede con un breve calcolo. Questo mostra che 1 due problemi sono
strettamente legati e della stessa difficolta.

Riferimenti. Per la (7.5.2) vedi Davenport [22] Cap. 26. Problema ternario di Gold-
bach: [22] Cap. 26, [168] §3.1. La relazione (7.5.1) ¢ giustificata euristicamente in Zac-
cagnini [178], dove perd la formula (8) deve essere moltiplicata per (logn)?, sempre a
causa della presenza dei pesi nella somma che definisce R3(n). Vedi anche Deshouillers,
Effinger, te Riele & Zinoviev [25]. [22] Capp. 7-18, oppure Ivi¢ [85] Capp. 11-12. Si
veda http://www.ieeta.pt/~tos/goldbach.html per dei risultati numerici. Halber-
stam & Richert [58] Teorema 2.6. Per 1, (x) si veda ’argomentazione euristica nel §22.20
di Hardy & Wright [65], e la maggiorazione del Teorema 3.11 di Halberstam & Richert
[58]. Altre argomentazioni euristiche diverse si trovano in Pdlya [142] ed in Hardy &
Littlewood [62]. Problema di Goldbach: Hardy & Littlewood [62]. Per il Teorema di
Vinogradov: [22] Cap. 26, oppure [168] Cap. 3. Ramaré [151], Montgomery & Vau-
ghan [125], Pintz [141]. Problema ternario: Helfgott [73]. Distanza fra primi consecutivi:
Zhang [182], Maynard [117], survey di Motohashi [128]. Introduzione al metodo del
cerchio: Zaccagnini [179].
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Appendice A
Appendice

Qui raccogliamo alcuni risultati non direttamente legati alla distribuzione dei nu-
meri primi, ma di evidente importanza per la teoria svolta nel testo. In particolare,
ci occupiamo di “formule di sommazione” che permettono di trasformare somme
in altre somme o integrali, ed alcune applicazioni.

A.1 Formule di sommazione

Teorema A.1.1 (Formula di Abel) Data una successione strettamente crescente
di numeri reali e positivi (Ay)n>1 tali che lim,_, 1o A, = o0, una successione di
numeri complessi (a,)n>1 ed una funzione qualsiasi ¢: R — C, sia

A(x) & Z ap.
}"I‘Lg-x
Per N € N* si ha

Y, ar0(h) = Ah)o(0m) — T, A(h) (00h1) ~0(0))

1<n<N

Se inoltre ¢ € C! (R*) ed x >\ allora

X

Y and (M) = A(x)0(x) —/ A(1)0' (1) dt. (A.1.1)
A <x A
Dim. Poniamo formalmente A (7»0) := 0 per comodita. Si ha

3 anb(in) = X [4(4) < (a1}l

n=1

193
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= A(A)o (M) —]\]Z:::A(kn) (00mi) —0(k)).  (A12)

Dato x > 0, sia N il pid grande intero tale che Ay < x. Se ¢ ha derivata continua,
possiamo scrivere la somma a destra nella (A.1.2) come

AN

N—1 Must N=1 ey / /
Yal) [ 00a=Y [T aneww= [ Taneow,

poiché A ¢ costante in ciascun intervallo (A,,A,+1); dato che A & costante anche
in [Ay,x), il primo termine &

X

A(M)O(Ay) =AX)O(x) — | A(1)d/ (1) dt,

AN
il che conclude la dimostrazione. ]

Quando nel testo parliamo della “formula di sommazione parziale” ci riferia-
mo quasi sempre al caso A, = n della (A.1.1):

Y, ai0(n) =A(00) — [ A9 (0)ar (A.13)

n<x

Teorema A.1.2 (Formula di Euler-Maclaurin) Sia f: (x,y] — C una qualun-
que funzione derivabile. Si ha

Y s = [ fodrs [0 a— 510 + (30,

x<n<y

Possiamo pensare a questo risultato come ad uno sviluppo in “termine princi-
pale,” “termine secondario” e “termine di resto.” Possiamo anche vederlo come
un’approssimazione di un integrale mediante opportune somme di Riemann. Nel-
le applicazioni spesso si sviluppa {z} in serie di Fourier e poi si integra termine a
termine.

Dim. Si puo facilmente dare una dimostrazione che sfrutta la precedente formula
di sommazione parziale (A.1.3). Qui diamo una dimostrazione alternativa: se

meZete (mm+1),siha{t} =t—[t] =t —m dove m & costante e quindi

SF0) = 10+ 7). (A14)
Dunque
| @@+ soya=jim [ (@370 10) &= £,

e si pud usare di nuovo la (A.1.4) anche negli intervalli [x,[x] +1], [B],y]. O
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Lemma A.1.3 Sia f: R™ — R una funzione debolmente decrescente e infinite-
sima. Esiste una costante reale E tale che per x — oo si ha

Y /)= [ fe)de+ B+ 0 ().

Dim. Poniamo E, := f(n) — fn"+1 f(t)dt. Poiché f & decrescente si ha che 0 <
E, < f(n) — f(n+1). Per induzione si verifica immediatamente che

0< Y En<f(h)—fk+1). (A.15)

h<n<k

Dunque, la serie E := Y~ E, ¢ convergente ed inoltre E < f(1). Quindi

¥ - [ roa=x (ro- [ roa)+ [ ey

n<x n<x
=) E.+ O(f(x))
n<x
=E+ O( Y E,,) + O(f(x)),
n>[x]+1
e la tesi segue dalla (A.1.5) con h = [x] + 1. O

Questo Lemma puo essere un utile sostituto della formula di sommazione par-
ziale quando questa non ¢ applicabile perché f non ¢ derivabile, oppure puo essere
pit semplice da usare: per esempio una conseguenza immediata ¢

1
—— =1i(N) +C+ O((logN) ),
) S;é v logn
per un’opportuna costante positiva C. Tenendo presente il Teorema dei Numeri
Primi 3.1.3, questa relazione viene talvolta espressa dicendo che la “probabilita”
che un intero n > 3 sia primo & (logn)~".

Esercizi.

¢ 1. Completare la seguente dimostrazione alternativa della formula di somma-
zione parziale (A.1.3). Sia X lo spazio vettoriale delle successioni a valori
in C. Per x > 1 sia £,: X — C I’operatore lineare che associa ad {a, },>1
il primo membro della (A.1.3). Per determinare L, ¢ sufficiente calcolarne
il valore su una base B di X: scegliamo la base B = {e(M ): M€ N*} dove
eflM) = dupm. Per M > 1 fissato, A(x) € la funzione caratteristica dell’insieme
[M,+oc0). Dunque, se M > x entrambi i membri della (A.1.3) valgono 0. Se

M < x il primo membro vale ¢(M), mentre il secondo vale

o)~ [ ¢/(6)dr = o(a0)
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i
N - —— =
S F-----

]

I

|
n+1

Figura A.1: Dimostrazione del Lemma A.1.3: I’area in grigio chiaro non supera
f(1). Larea in grigio scuro frax =0 ed x =n & pid grande di f(1)+---+ f(n).

¢ 2. Dimostrare la formula di sommazione di Euler—-Maclaurin A.1.2 per mezzo
della formula di sommazione parziale A.1.1. Suggerimento: sfruttare il
fattoche Y, <, 1 = [t] — [x] =t —x— {t} 4 {x}, e poi integrare per parti la
funzione 7 f'(t).

Riferimenti. Formula di sommazione parziale A.1.1: si veda la dimostrazione del
Teorema 4.2 di Apostol [5]. Formula di Euler—Maclaurin A.1.2: Apostol [5], Teorema
3.1; sue generalizzazioni in Hardy [60], Cap. 13. Lemma A.1.3: Chandrasekharan [13],
Teorema 7, Cap. VL

A.2 Le funzioni Gamma e Beta

Definizione A.2.1 (Funzione Gamma di Eulero) Per z = x+iy € C con parte
reale x = R(z) > 0 definiamo

—+oo
I'(z) dg/ rle tdr.
0

L’integrale e totalmente convergente in ogni compatto contenuto nel semipiano

R(z) > 0.
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Ricordiamo senza dimostrazione le principali proprieta della funzione Gamma
di Eulero: I" soddisfa I’equazione funzionale I'(z+ 1) = zI'(z) ed inoltre I'(1) = 1,
I'(}) =n'/2, e quindi [(n+ 1) = n! per n € N. Inoltre " ha un prolungamento
analitico a C privato di Z \ (N *) , € 1n questo insieme vale la formula di Weierstrass

e (142) e (A2.1)

Z2['(2) sl n

dove 7y ¢ la costante di Eulero definita dalla (A.4.1). Si osservi infine che vale la
formula di Stirling generalizzata (cfr Appendice A.3): per ogni d > 0 fissato si ha

1 1
logI'(z) = <z — 5) logz—z+ Elog(Zn) +0s(l271), (A.2.2)

quando |z| — oo nell’angolo |arg(z)| < ™ — . Questa formula & un ingrediente
essenziale della dimostrazione del Teorema 6.5.4. In particolare, se |y| — +oo
allora uniformemente per x € [x,xp] si ha

ID(x4iy)| ~ (2m) /2 [y[*~ 1/ 2012, (A.2.3)

Altre due proprieta importanti sono la “formula di duplicazione” ed una rela-
zione funzionale che lega I" con la funzione seno:

rs)=nY 222S*1r(s)r(s + %) (A2.4)

['(s)['(1—s)sin(ms) = 7. (A.2.5)

Sostituendo s/2 al posto di s nella (A.2.4), e (s+ 1) /2 al posto di s nella (A.2.5), e
confrontando poi 1 due valori di I ( (s+1)/ 2) cosi determinati, si trova la relazione

I'(s/2)
I'((1-+5)/2)
Definizione A.2.2 (Funzione Beta) Per R(z), R(w) > 0 definiamo

B(z,w)oﬁf/oltz‘l(l —)" ldr = %

— /22! cos (Z9)T(s) (A2.6)

Mediante un semplice cambiamento di variabili si ottiene
/2
B(x,y) =2 / (cosu)™ ! (sinu)? ! du. (A.2.7)
0

Riferimenti. Funzioni Gamma e Beta: Titchmarsh [165], §§1.86—1.87, Davenport [22],
§10. Formula di Stirling in generale: Titchmarsh [165], §4.42.
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A.3 La formula di Wallis e la formula di Stirling

Teorema A.3.1 (Formula di Wallis per ©t) Si ha

lim
N—+oo

= : =1 =2
1’335 "on—1 2N+1} NiToomr:I]4m2—1 2

{2244 2N 2N N g4 T

Dim. Per m € N definiamo 0!! := (=1)!!:=1e (m+2)!! :=m!!(m+2), osser-
vando che (2m)!! = 2"(m!) e che (2m — 1)!!- (2m)!! = (2m)!. Consideriamo la
successione (I;)men definita da

T
In, &ef / (sinx)™ dx.
0

Si verifica immediatamente che [, ¢ una successione positiva e decrescente, che
Iy =meche I} =2, ed integrando due volte per parti si ottiene la formula ricorrente

m+1
1 =—1,. A3.1
m—+2 m+2m ( )

Da questa, osservando che [,,12 < I,,,+1 < I, ricaviamo

I
lim —2 =1. (A.3.2)
m—r+o0 [ 11

Usando la formula ricorrente (A.3.1), si ottiene per induzione

b _ T omt1). 2m—1)1* _w(@2m)*(2m+1) _ (2m>2(2m+1)7t
by 2 (Zm) 12 2 24m (m!4) m 24m+1
(A.3.3)
che insieme alla (A.3.2) implica la tesi ed anche la relazione asintotica (zn’:’) ~
22m [\ /;m. .

Teorema A.3.2 (Formula di Stirling) Per N — +o ed N € N si ha
1
logN'! = NlogN =N+ 5 log(2nN) + O(N1).

Dim. Per la formula di sommazione parziale (A.1.3) con a, = 1 e ¢(¢) = logt, se
N € Nsiha

logN! = ilogn:NlogN—/Nﬂdt
n=1 1z

:NlogN—(N—l)—i—/lN{i—}dt. (A3.4)
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Posto g(¢) := 1 ({t}> — {t}), per il Lemma A.4.6 si ha che g & continua, derivabile
pert ¢ Zeche g'(r) ={t} — l. Quindi, integrando per parti,

Nﬂdt:{‘ﬁ —ot] +/ dt —1 gN+ - / {}2 {t}dt

1 t

L’ultimo integrale esteso a tutto I’intervallo [1,4o0) & chiaramente convergente
poiché il numeratore ¢ limitato, e si ha

N 2 _ +oo 2
PR Uy U )

1

Sostituendo in (A.3.4) otteniamo immediatamente, per qualche C € R,
1
logN!=NlogN =N+ - logN +C+ O(N"1). (A.3.5)

Per dimostrare che C = l10g(27t) ¢ sufficiente combinare le (A.3.2), (A.3.3) e
(A.3.5). U

Si osservi che per la (A.2.7) I, = B (2, 5(m+ 1)) e quindi non ¢ sorprendente
che I, sia legata alla funzione m!. Inoltre, integrando per parti ed utilizzando
opportuni sviluppi in serie di Fourier come (6.2.10), ¢ possibile dare uno sviluppo
asintotico per la funzione logN! — (N logN — N + %log(ZnN )) In particolare si
puo dimostrare che

1 1
logN! = NlogN — N+§log(2nN)+ﬁ+O(N 2),

cioé che

12N

Da questa segue che, detta ay la successione nell’enunciato della formula di Wal-
lis, si ha ® = 2ay + O(N _1). La convergenza non ¢ molto veloce perché, dopo
una riduzione ai minimi termini, si scopre che il numeratore di ay € una potenza
di 2 e non c’e¢ motivo particolare per pensare che frazioni di questo tipo debbano
essere buone approssimazioni di 7.

N!:W(%)NOJFLH)(N )).

Esercizi.

¢ 1. Usare la formula di Euler—Maclaurin A.1.2 per ridimostrare la formula di
Stirling A.3.2.

Riferimenti. Formula di Stirling A.3.2: per una dimostrazione simile, ma con una con-
clusione leggermente pid debole, si veda Apostol [5], Teorema 3.15, oppure Titchmarsh
[165], §1.87. Una dimostrazione della formula di Stirling completamente diversa si trova
in Marsaglia & Marsaglia [116].
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A4 Lemmi

Teorema A.4.1 Per ogni k € R fissato si ha, quando N — +o0 ed N € N,

(LN INK 4 O (NF1) se k>0,

N se k=0,
Y i = LN o+ O (NF) se k € (—1,0),
n=N logN +c_1+O(N!) sek=—1,

| C(—k) + O (N*HT) sek < —1,

dove { ¢ la funzione zeta di Riemann e ¢ indica un’opportuna costante che dipen-
de solo da k. In particolare c_1 si indica di solito con Y, vale approssimativamente
0.577215... e si chiama costante di Eulero—Mascheroni.

Dim. Usando la formula di sommazione parziale troviamo per k > —1
N N
ansz“—k/ [ dt = ——— +k/ {1} tdr
n=1 1

N vk kN, 1\ .
_k—|——1+§ 1 t dt-i—k/l ({Z}—§>t dr

Nk+1+k Nk—l (11N N
= kle()f11" —k(k—1 k2 dt
o ke K >/1 8()

N"+l +k

dove g(t) := 5 ({t}* —{t}) & una primitiva continua di {t} — 5. Se k > 0l risultato
segue immediatamente, poiché g ¢ una funzione limitata. Per k € (—1,0) I'ultimo
integrale pud essere esteso ad [1,+0) e vale ¢} + O(N*1).

Per la penultima relazione la formula di sommazione parziale da

——1—1—/ —dt =1+logN — / {}dt

n<Nn
T oo dt
:logN—l—l—/ {}dt—l—O(/ —2),
1 N

e dunque il risultato segue, con

~+o0
e =7 _/ g (A4.1)
1

2

Per I’ultima relazione basta osservare che per k < —1

Y =Y nt +o(/+ zkdz>:§(—k)+ok(Nk+1).

n<nN n>1



Appendice A. Appendice 201

Si noti che nel caso k = —1 il termine d’errore ottenuto ¢ particolarmente soddi-
sfacente in quanto “ottimale”: dato che I’ultimo addendo nella somma & [N] ! ~
N~1, Ierrore non puo essere o (N_l). U

Definizione A.4.2 (Numeri di Bernoulli) / numeri di Bernoulli B, sono i coeffi-
cienti dello sviluppo
Z 1 B 2 B 4

—1-=
e 1 Xt Tt e

valido per |z| < 2m. In particolare, By = é, B, = %, B3 = 3.
Teorema A.4.3 Posto By := 1, By := _E’ Box := (—1)* !By, Boxy1 :=0perk e
N*, dove i By sono i numeri di Bernoulli, si ha

n—1

k k+1—r
mz_"lm _Zk+1—r<r) Br.

Dim. La dimostrazione si ottiene confrontando i coefficienti di x
sioni

k'x(l_’_ex_'_”._'_e(n*l)x) _k' B +Bl BZ 2+ nX‘f—i—’—

k1 nelle espres-

che sono uguali entrambe a k!x(e”x — 1) (ex — 1) 71. U

Lemma A.4.4 Per ogni k € R°* si ha

Z <log§)k <al'(k+1).

d<x

x\k d X\ k
o) < [ (loe7) ar
<0gd </ ogt dr

mentre se d = 1 I'integrale ¢ improprio nell’estremo sinistro, ma convergente.
Dunque

Dim. Per d € N* si ha

[X] X k X X k Lo .
dg'l <10g3> S/O (log;> dl‘zx/o ue du:xr‘(k+1)’

mediante il cambiamento di variabile t = xe™". O

Per k = 1 questa relazione implica la formula di Stirling nella forma piud debole
logN! = NlogN + O(N), che & comunque sufficiente per ottenere i risultati del
Capitolo 3.
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Lemma A.4.5 Sia f: R — R una funzione convessa. Per ogni & > 0 si ha

1 x—i—%S
< Z
SEF 0L

Dim. Per ogni o € [—18, 18] si ha

1

f(x) :f(i(x—oc)—ké(x—koc)) < (f(x—oc)+f(x+oc)).

| =

Integrando rispetto ad o questa disuguaglianza su tutto 1’intervallo [0, %8} si ot-
tiene la tesi. UJ

Lemma A.4.6 Sia g: R — R la funzione deﬁmta dag(t) =1 ({t}>—{t}). Allora
g€ CO(R)NCYR\Z), e g'(t) = {t} — § per t € R\ Z. Inoltre, per qualunque
funzione f € C'(R) e pera, b € R si ha

/ 7(0) {t}——)dt / 7 (A42)

Dim. La funzione g ha periodo 1; per la continuita in O ¢ sufficiente verificare che

lim g(r) = g(0) =0.

t—0—

PerneZete (nn+1)siha{t} =r—nequindi g(t) = 3(* — (2n+ 1)t +

n*+n) da cui g'(t) = {t} — 5. Infine, per I'ultima parte & sufﬁ01ente scrivere
I'intervallo [a,b] come unione di intervalli i cui estremi (a parte eventualmente
I’estremo sinistro del primo e quello destro dell’ultimo) sono interi consecutivi,

sui quali la (A.4.2) non presenta problemi. U
Si noti che la funzione {t} — 1 ha media nulla sul suo periodo.

Esercizi.

¢ 1. Ridimostrare il Teorema A.4.1 per mezzo della formula di Euler—Maclaurin
A.1.2.

Riferimenti. Teoremi A.4.1 e A.4.4: Apostol [5] Teorema 3.2; Hardy & Wright [65]
Teoremi 422 (per il caso k = —1) e 423. Per il caso di k € N si veda anche Levy [111],
[112]. Numeri di Bernoulli: Hardy & Wright [65] §7.9 o Apostol [5] §12.12.



Appendice A. Appendice 203

Figura A.2: 1l grafico della funzione g(¢) := %({t}2 —{t})
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Appendice B

Distribuzione dei Numeri Primi

Qui metteremo a confronto il numero esatto dei numeri primi < N con le formule
approssimate proposte da Legendre, Gauss e Riemann. Ricordiamo che Legen-
dre propose I’approssimazione N /(log N — 1), Gauss li(N), mentre Riemann dette
I’approssimazione piu complicata

RMEY M) g v my,

n>1 n

dove la funzione logaritmo integrale li ¢ definita dalla (3.1.1).

Si calcola m(x) in modo efficiente per mezzo di una variante della formula di
Legendre 5.1.1. Indichiamo con py, pj, ..., 1 numeri primi in ordine crescente.
Fissati a e k € N poniamo

def
O(x;a)= !{n <x:pln=p >pa}}
Pk(x;a)déan <x:Q(n)=kep|n=p>p.}|
Per convenzione poniamo Py(x;a) := 1. Raggruppando gli interi con Q(n) = k si
ha

0(x;a) = i P(x;a),
k=0

dove la somma in effetti & finita poiché P(x;a) = 0 se k > ko, dove ko = ko(a)
¢ tale che pﬁo > x. I calcoli in Deléglise & Rivat [23] sono fatti scegliendo y €
[x'/3,x1/2] , a:=m(y), da cui si ottiene P (x;a) = m(x) —a, P(x;a) =0 per k >3
e quindi
n(x) =0(x;a) +a—1—Py(x;a).

Il calcolo di ¢ e di P> ¢ relativamente meno oneroso del Crivello di Eratostene o
della formula di Legendre. Il calcolo nel caso di y si basa su identita che hanno la
loro origine nella teoria delle serie di Dirichlet, e non ¢ il caso di includerle qui.
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N T(N) AL(N) AG(N) Ag(N)
10 4 4 2

10? 25 3 5 1
103 168 -1 10 0
10* 1229 —11 17 -2
10° 9592 —80 38 -5
10° 78498 —468 130 29
107 664579 —3120 339 88
108 5761455 —21151 754 97
10° 50847534 —145992 1701 —79
1010 455052511 —1040540 3104 —1828
10! 4118054813 —7638512 11588 —2318
10'? 37607912018 —57718368 38263 —1476
1013 346065536839 —446676618 108971 —5773
104 3204941750802 —3527115021 314890 —19200
10" 29844570422669 —28336573668 | 1052619 73218
106 279238341033925 —231082803105 | 3214632 327052
10'7 | 2623557157654233 | —1909190842202 | 7956589 | —598255
10'8 | 24739954287740860 | —15955501820884 | 21949555 | —3501366

Tabella B.1: Le funzioni Az, Ag e Ag sono definite rispettivamente da Az (N) :

N/(logN — 1) —7(N), Ag(N) :=1i(N) —t(N) e Ag(N) := R(N) — =(N). I valori
sono approssimati all’intero piu vicino. Questi dati sono tratti dalla Tavola 5.2 di

Conway & Guy [

], e dalle Tavole 26 e 27 di Ribenboim [152].

N WY(N) Y(N)—N
106 999586.60 —413.40
107 9998539.40 —1460.60
108 99998242.80 —1757.20
10° 1000001595.99 1595.99
1010 10000042119.83 42119.83
10" 100000058456.43 58456.43
10'2 1000000040136.77 40136.77
10'3 10000000171997.12 171997.12
10 100000000618647.55 618647.55
1013 999999997476930.51 —2523069.49

Tabella B.2: Questi dati sono tratti da Deléglise & Rivat [23], [24].
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Funzioni Aritmetiche Elementari

Queste Tavole contengono i valori delle funzioni aritmetiche elementari per 1 <
n < 100.

n| 6| d| ul o Q| A n| 6| d| u|l o Q| A
1| 1| 1] 1,00 0 21 (12 4 1] 2| 2 0
20 1| 2|—=1| 1| 1] log2 22110 4] 1] 2| 2 0
310 2 2|—-1| 1| 1] log3 23122 2|—=1| 1] 1 |log23
41 21 3| 0 1] 2] log2 241 8| 8| 0] 2| 4 0
514 2|—-1] 1] 1] log5 25120 3| O] 1| 2] log5
6| 2| 4| 1| 2| 2 0 26 (12 4| 1] 2] 2 0
71 6| 2|—-1| 1| 1] log7 27 118 4] O] 1| 3| log3
8| 41 4] 0] 1| 3] log2 28112 6| 0] 2| 3 0
91 6| 3| 0| 1] 2| log3 29128 2|—11] 1] 1 |log29
10 4] 4 1| 2] 2 0 30 8] 8|—-1] 3| 3 0
1110 2(—1] 1] 1|logll 31130 2|—1] 1] 1 |log3l
12, 4,6 0] 2| 3 0 32116 6| 0| 1| 5] log2
13112 2(—=1] 1] 1 |logl3 331200 4| 1] 2] 2 0
41 6] 4 1| 2| 2 0 34116 4| 1| 2| 2 0
IS 8| 4 1] 2] 2 0 35124 4| 1] 2| 2 0
16| 8| 5 0| 1| 4] log2 361121 9| 0] 2| 4 0
1716 2(—11] 1] 1 |logl7 37136 | 2|—1| 1| 1 |log37
18] 6 6/ 0| 2| 3 0 38118 4| 1] 2] 2 0
1918 2(—-1] 1] 1|logl9 39124 4| 1] 2] 2 0
200 8] 6] 0| 2| 3 0 40116 | 8| O] 2| 4 0
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Appendice D

Generatori e Ordini modulo p

Gli ordini degli interi n =2, ..., 13 modulo i primi p = 2, ..., 59. Le colonne
corrispondenti ai generatori sono indicate da un .

p,n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13

2 1* 1* 1* 1* 1* 1*
2 1| 2 1] 2 1| 2 1
4| 4| 2 1] 4] 4| 2 1] 4] 4
71 3] 6| 3] 6] 2 1| 3] 6| 3] 6] 2
11| 104 5| 5| 5107 10| 10*| 5| 2 1| 10*
1312 3] 6| 4| 12¢]12¢] 4] 3| 6] 12¢] 2
17 | 8| 16°] 4| 16*| 16*] 16*| 8 | 8 | 16*| 16*| 16*| 4
19 18] 18] 9| 9| 9| 3| 6| 9| 18| 3| 6| 18
23 | 10 |t | [ 22f) 1 | 22¢ 1 | o | 22| 22¢] 11 | 11
29 | 28* 28*| 14 | 14 | 14| 7| 28| 14 | 28*| 28*| 4 | 14

31 51 30% 5 3 6 | 15 5115 | 15 | 30¢| 30*| 30"
37 | 36¢| 18 | 18 | 36*| 4 9 | 12 9 3 6 9 | 36”
41 | 20 8 | 10 | 20 | 40*| 40" | 20 4 5 | 40| 40*| 40"
43 | 14 | 42%| 7 | 42| 3 6 | 14 | 21 | 21 7 | 427 21

47 | 23 | 23 | 23 | 46| 23 | 23 | 23 | 23 | 46*| 46*| 23 | 46*
53 | 52%| 52%| 26 | 52%| 26 | 26 | 52*| 26 | 13 | 26 | 52| 13

59 | 58| 29 | 29 | 29 | 58*| 29 | 58*| 29 | 58*| 58*| 29 | 58*
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341 =11-31 [2'9=1(341)]10(340||561 =3-11-17|5%0 =1(561) |80 |560
561 =3-11-17(2% =1(561)|40|560|| 35=5-7 6> =1(35) | 2|34
645 =3-5-43 |228 =1(645)|28 |644||217=7-31 6% = 1(217)| 6216
91 =7-13 36 =1(91) | 6]90 || 25=5 TH=1(25) | 4|24
703 =19-37 |38 =1(703)|18 (702|561 =3-11-17|780 =1(561)|80|560
15=3-5 42 =1(15) | 2|14 9 =32 82=1(9) | 218
85=5-17 43 =1(85) | 8|84 || 21=3-7 82=1(21) | 2120
561 =3-11-17[4*° = 1(561)|20|560|| 45=32-5 8t =1(45) | 4|44
217 =7-31 56 =1(217)| 6]216|| 65=5-13 8 = 1(65) | 4|64
Alcuni pseudoprimi nelle basi 2, ..., 8. La prima colonna contiene la fattoriz-

zazione dello pseudoprimo, la seconda la congruenza soddisfatta con il minimo
esponente possibile. Per motivi di spazio la congruenza o« = modn ¢ stata
scritta nella forma alternativa o = B(n).

Osserviamo che questa tabella puo essere costruita abbastanza rapidamente a
partire da quella alla pagina precedente. Per esempio, vogliamo determinare gli
pseudoprimi in base a > 1 della forma n = pq (p < g primi). Siano rispettivamente
rp ed ry gli ordini di a mod p e mod g, ricavati dalla tabella alla pagina precedente.
Ma

A '=1 modn <« {apq_lzl mod p — {rﬂpq_l

a’'=1 modg rg| pg—1.

Datoche pg—1=¢g(p—1)+q—1=p(g—1)+p—1lecher,|p—1,1r,|g—1,
queste ultime relazioni equivalgono a

p=1 modry,,
g=1 modr,.
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