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1 Addenda

1.1 Esercizi

Gli Esercizi qui proposthonsono ordinati per difficolt crescente.

Esercizio 1.Risolvere I’equazione 3Xx = 7 mod 20e I’equazione 2X = 4 mod 20

Risposta: x =9 mod 20;x =2 mod 10.

Esercizio 2. Determinare d = (135 102) mediante I’ Algoritmo di Euclide descritto nel 86.1, e
determinare A, L € Z tali che d = 135\ + 102

Risposta:d =3 = —3-135+4-102.

Esercizio 3. Determinare 31~ mod 37
Risposta: 31~1 = 6 mod 37.

Esercizio 4. Usando il Teorema di Fermat 3.1.6ed il Teorema Cinese del Resto 2.1.2 dimo-
strare che n- (n3° — 1) ¢é divisibile per 2-3-7-11- 31 qualunque sian € Z.

Risposta: Datop € {2, 3, 7, 11, 3}, si osservi chgp — 1| 30: dunque, s@1 n alloranf—! =

1 modp, e quindin®®= 1 modp. Se invecep | n non c® niente da dimostrare. La tesi segue
dal Teorema Cinese del Resto.

Esercizio 5. Usando il Teorema di Eulero 3.1.9ed il Teorema Cinese del Resto 2.1.2 dimo-
strare che 5n° + 7n° = 0 mod 12per ogni n € Z.

Risposta: Osserviamo cher® + 7n° = 7n°(n”> — 1) mod 12, e che sufficiente dimostrare la
tesi considerando separatamente le due congruenze modulo 3 e #n S#08an® = 1 mod 3,
ed in caso contrario® = 0 mod 3. Inoltre se 2n alloran? = 1 mod 4, ed in caso contrario
n? =0 mod 4.

Esercizio 6. Determinare il massimo comun divisore D degli elementi di {n*3—n: nc N}.

Risposta: NaturalmenteD | 213 -2 =2.32.5.7.13. Per il Teorema di Ferm&1.6 D &
divisibile perd =2-3-5-7-13, cice per il prodotto dei primp talichep—1| 13— 1. Inoltre, si
osservi che? 1 (p*3— p) e quindip? { D per ciascuno dei primi considerati sopra,&id= d.
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Esercizio 7. Determinare tutti gli interi a e b tali che 13a+17b = 1.

Risposta:a=4+ 17k, b= —-3— 13k, dovek € Z.

Esercizio 8. Dimostrare che 8 non genera Z}‘, per p= 7,13 19, 31; pii in generale, dimostrare
che 8 non genera 7, se p=1 mod 6 Suggerimento: dimostrare che I'ordine di 8 & < %(p— 1).

Risposta: Sep =1 mod 6 allora esistk € N tale chep = 1+ 3k. Per il Teorema di Lagrange
1.3.7siha?~1 =1, e quindi & = 2% =1, e I'ordine di 8 non superla= %(p—1).

Esercizio 9. Dimostrare che se X € 7., allora I’ordine di X~ & uguale all’ordine di X.
Risposta: Sianod e & rispettivamente I'ordine dk e 'ordine dix~1 in Z;: allora (x 1)4 =
x 4= (xo')_1 = 1. Dunqued < d. In modo del tutto analogo si dimostra ctie< , e quindi
d=2o.

Esercizio 10. Determinare I’ordine di tutti gli elementi di Z35 e dedurne che il gruppo in
questione non ¢ ciclico.

Risposta: Si haZijs = {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 i cui ordini sono rispettivamente 1, 4, 2, 4, 4,
2,4, 2. Se/7; fosse ciclico dovrebbe esserci almeno un elemento di ordine 8.

Esercizio 11.Dimostrare che ogni elemento di Zjs puo essere scritto nella forma 2M.11", con
M € Zy, N € Zy; dedurne che il massimo ordine degli elementi di 2 ¢ 4.

Risposta: Si tratta di una verifica.

Esercizio 12. Determinare, se esistono, le “radici quadrate” di 2 in ZJs, cio¢ le soluzioni
dell’equazione x* = 2 mod 15

Risposta: Per quanto visto sopra, I'equazione non ha soluzioni.

Esercizio 13. Dati due numeri primi dispari distinti p e ¢, dimostrare che 1’equazione X° =
1 mod pq ha 4 soluzioni distinte. Suggerimento: usare il Lemma 2.2.8ed il Teorema Cinese
del Resto 2.1.2

Risposta: L'equazionex’ = 1 modp ha le soluzionkp = 1 mod p edyp = —1 mod p. Analo-
gamente, 'equazioné = 1 modqha le soluzionkg = 1 modq edyg = —1 modq. Le quattro
soluzioni dell’'equazione proposta sono dunque le soluzioni dei sistemi di congruenze

X=Xp modp X=Xp modp X=Yyp modp X=Yyp modp
X=Xq modq X=Yq modq X=Xq modq X=Yq modq

Questi sistemi hanno soluzione per il Teorema Cinese del Resto, e queste soluzioni sono
evidentemente tutte distinte. Non possono esserci altre soluzioniépseshe soluzione di
x? = 1 mod pg, allorax? = 1 mod p edx? = 1 moda.

Esercizio 14. Dedurre dall’Esercizio precedente che se n ¢é divisibile per due primi dispari
distinti allora 7, non ¢ ciclico. (Si veda il commento a pag. 24 alla fine del 83.1).

Esercizio 15. Determinare tutte le soluzioni di x> = 1 mod 16 In generale, mostrare che per
a > 1 I’equazione X = 1 mod 212 ha le 4 soluzioni distinte +1, 2°T1 + 1 e non ne ha altre.

Risposta: La prima parte una semplice verifica. Sia oxgZ +1 una soluzione dell’equazione
x?> = 1 mod 22, Dato che questa equivale 82 | (x— 1)(x+ 1), scriviamox — 1 = 2Pn
ed x+ 1 = 2Ym per opportuniB, y € N, e pern, m e N dispari. Osserviamo che uno ffa
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e y vale necessariamente 1, peechitrimenti siax — 1 chex+ 1 sarebbero divisibili per 4,
e queste impossibile (s&x+1=x—1= 0 mod 4 allora(x+ 1) — (x— 1) = 0 mod 4, e cie
2=0 mod 4). Inoltre, per l'ipotesi# +1 mod 2*+2 abbiamo anche @ B, y< a+ 1. Dunque,
dato che 272 | (x— 1)(x+ 1), abbiamax + 2 < B+, ed esaminando i casi possibili troviamo
B=a+ley=1loppured=1ey=a+1.

Esercizio 16.Sia p = 28 + 1 = 257, Dimostrare che 3 genera Zyp. In generale, dimostrare che
ge ZE & un generatore se e solo se I’equazione X2 = g mod p non ha soluzione.

Risposta: | divisori di p— 1 sono della formaRconj =0, ..., 8. Se I'equazioné =g mod p
ha soluzione, allora I'ordine @j e < %(p— 1) eg non generay,. Piu semplicemente, dato che
3 & un generatore, dal’Esempio in fondo a pag. 23 sappiamo'th@3ua volta un generatore
se e solo séh, p— 1) = 1, che equivale &h,2) = 1, cice h deve essere dispari.

Esercizio 17. Utilizzando I’algoritmo di Gauss descritto nel 86.6, determinare un generatore
di Z]g. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione x3=—1mod 19

Risposta: Presoa; = 2, si verifica chen(2) = 18. Le soluzioni dell’equazione proposta hanno
ordine che divide 6: infattk® = 1 mod 19 e quindi 'ordine dk divide 6. Inoltre & x né x
valgono 1 e quindk ha ordine 2 oppure 6. Nel primo casee —1 mod 19. Nel secondo caso
218/6 = 8 mod 19 e 218/6 = 12 mod 19 sono le altre due soluzioni.

Esercizio 18. Utilizzando I’algoritmo di Gauss descritto nel 86.6, determinare un generatore
di Zips.

Risposta: Presoa; = 2 si verifica cheo(2) = 14 e che 3£ (2). Con qualche calcolo si verifica
anche che(3) = 42.

Esercizio 19.Determinare il logaritmo discreto di 5 rispetto al generatore 3 nel gruppo ciclico
Zy3, ed utilizzare il risultato per dimostrare che anche 5 & un generatore. Trovare la “formula di
cambiamento di base” per i logaritmi: in altre parole, esprimere il logaritmo discreto di X € Z}4
rispetto al generatore 5 mediante il logaritmo discreto rispetto al generatore 3.

Risposta: Il logaritmo discreto cercato vale 25. Syail logaritmo discreto dix rispetto al
generatore 3 e siail logaritmo discreto di rispetto al generatore 5: in altre parolé, 3x =

5' mod 43. Dato che 5 3%° mod 43, possiamo riscrivere I'ultima uguaglianza nella forma
323 = 1 mod 43. Poich 1= 3-42—5-25, abbiamo che= —5y mod 42. Si osservi che la
situazione formalmente identica a quella che si presenf’ dove la formulae

logy(X)
log,(x) = m-

Quit = logs(x) = (logs(x)) - (logs(5))~* = —5y mod 42.
Nel risolvere gli esercizi che seguono conviene utilizzanaiihimo residuopiuttosto che il
minimo residuo positivocome indicato nella Definizion2.1.1 In altre parole, dato che si

devono svolgere calcoli iig1, si consiglia di osservare che 31—-30 mod 61, 32= —29 mod
61 e cosvia.

Esercizio 20.Dimostrare con il minor numero di calcoli possibile che 2 genera il gruppo ciclico
Zél'

Risposta: | divisori di 60 sono 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. Ndiifficile vedere che
2'=2mod 61,2=4 mod 61, 2=8 mod 61, 2= 16 mod 61, 2=32= —-29 mod 61, 8=
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—58=3mod 61, 30=2%.26=16-3=48= —13 mod 61, 2’ = (25?2 =9 mod 61, 2° =
212.23=9.8=11 mod 61, 2°= (292 = 169= —14 mod 61, 3°= (2'%)?2 = —1 mod 61.

Esercizio 21.Sapendo che 2 genera il gruppo ciclico Zg,, determinare tutti gli altri generatori.
Si sfrutti il fatto che @(60) = 16.

Risposta: | generatori diZg; hanno la forma 2, doven € Zg, = {1, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, K9l generatori sono dunquét 2 1, 2’ = 6 mod 61, 2! =
—26 mod 61, 2°= 18 mod 61, ...

Esercizio 22. Determinare il logaritmo discreto di 15 e di 24 rispetto al generatore g = 2 nel
gruppo Zg, usando I’algoritmo di Shanks detto “Baby steps, giant steps” descritto nel 86.7.1

Risposta: Sono rispettivamente 28 e 9.

1.2 Altro

Il racconto di E. A. Poe]] in traduzione italiana reperibile all'indirizzo
http://web.tiscali.it/no-redirect-tiscali/manuel_ger/ita/bug_ita.htm

Il testo [3] & servito da base per la parte iniziale della monografia “Introduzione alla critto-
grafia” [1] di Alessandro Languasco e Alessandro Zaccagnini.

2 Corrigenda

Pag riga Errata Corrige
10 10 definita definite
15 -7 (£1, +3,£5,+7) (1, +5,+7,+11)
31 -4 X (p—1)/2 X (p—1)/4
34 22 vettorale vettoriale
38 —10  4a®?+4ax+b? 4a®x? + 4abx+ b?
40 7 gaurdia guardia
40 -7 Rabin Rivest
41 2 deZj deZ; )
42 6 m=mb.-av m=mb<-a
43 8 intizione intuizione
43 —-13 e€Zy e€Zy 4
47 1 Figurab.2 Vedi Figural
50 8 Lehmann Lehman
50 —14  pY4 pl/2
52 -8 & art
52 —2 ay=2*3modp=7 a,=28.3modp=11
54 14 g"=31=96 mod 101 g™ =311=94 mod 101
56 -1 algorimo algoritmo

Se il numero della riga negativo si intende che deve essere contata dal basso.
Tra la fine della pagina 58 e l'inizio della successiva si sostituisca (3 volte) “Lagrange” con
“Legendre.”


http://web.tiscali.it/no-redirect-tiscali/manuel_ger/ita/bug_ita.htm

3 Prove scritte 5

133134135 1 6@1 8'1 01411 214‘31

Figura 1: La versione corretta della Figlg&

Desidero ringraziare I'amico Alessandro Languasco per avermi segnalato alcuni fra gli errori
pil gravi.

3 Prove scritte

3.1 ProvaA, 15 maggio 2003

1. Determinare\, | € Z tali che 29 4 32u= 1 ed utilizzare il risultato ottenuto per risolvere
'equazione 2% = 4 mod 32.

Soluzione.Dato che 925—7-32 =1, 'equazione ha soluzione= 4 mod 32.

2. Usando il fatto che 3 genefz,, determinare nel modo pisemplice possibile le soluzioni
dell’equazione® = 1 mod 31.

Soluzione. Le soluzioni dell’equazione proposta hanno ordine che divide 6, e quindi sono 1,
35 310 315 320 325.

3. Dimostrare che 1& un generatore dijg, € determinarli tutti sapendo clpgl8) = 6.
Soluzione.E una verifica: I'altro generatoke5.

4. Sapendo che 3 geneld,, determinare il logaritmo discreto di 29 usando il metodo di
Shanks.

Soluzione.Prima calcoliaman= 6, e quindi § = 1 mod 31, §=16 mod 31, 32=8 mod 31,

38 =4 mod 31, 3* =2 mod 31, 3°= 1 mod 31. Dato che 29 non compare in questa lista,
calcoliamo in successione 29= 25 mod 31, poi 8-29= 13 mod 31, e infine3 29= 8 mod

31, da cui ricaviamo 28 323 = 3° mod 31.

5. Dimostrare (senza fare tutti i calcoli) che le soluzioni del’equazidhe 1 mod 47 sono
x=+1 mod 47. Suggerimento: per il Teorema di Fermat sfia= 1 mod 47 se# 0 mod 47
(max = 0 mod 47 nore soluzione dell’equazione data). Dungd¥& 4% = 1 mod 47 per ogni
A, L€ Z. Siscelgana e pin modo opportuno con I’Algoritmo di Euclide esteso.
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Soluzione.Sceltoh = 8 ep = —1 si trova che¢ = 1 mod 47.

3.2 Prova B, 15 maggio 2003

1. Determinare\, u € Z tali che 24 + 351 =1 ed utilizzare il risultato ottenuto per risolvere
'equazione 24 =5 mod 35.

Soluzione.Dato che—16-24+11-35= 1, I'equazione ha soluzione= 25 mod 35.

2. Usando il fatto che 3 genefz;;, determinare nel modo pisemplice possibile le soluzioni
dell’equazione® = 1 mod 31.

Soluzione. Le soluzioni dell’equazione proposta hanno ordine che divide 5, e quindi sono 1,
36 312 318 324_

3. Dimostrare che & un generatore dijg, e determinarli tutti sapendo clpgl8) = 6.
Soluzione.E una verifica: I'altro generatoe11.

4. Sapendo che 3 genefld,, determinare il logaritmo discreto di 15 usando il metodo di
Shanks.

Soluzione.Prima calcoliaman= 6, e quindi 8 =1 mod 31, 8= 16 mod 31, 3°=8 mod 31,

318 = 4 mod 31, 3*=2 mod 31, 3°= 1 mod 31. Dato che 15 non compare in questa lista,
calcoliamo in successione B5= 14 mod 31, poi 3-15= 11 mod 31, e infine3 15= 2 mod

31, da cui ricaviamo 15 3%4—3 = 3 mod 31.

5. Dimostrare (senza fare tutti i calcoli) che le soluzioni dell’equazidhe 1 mod 47 sono
x= +1 mod 47. Suggerimento: per il Teorema di Fermat s¢fia= 1 mod 47 sex# 0 mod 47
(max = 0 mod 47 nore soluzione dell’equazione data). Dungd¥ 4% = 1 mod 47 per ogni
A, L€ Z. Siscelgana e pin modo opportuno con I'Algoritmo di Euclide esteso.

Soluzione.Sceltoh = 6 ep = —1 si trova che? = 1 mod 47.
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