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1 Addenda

1.1 Esercizi

Gli Esercizi qui propostinonsono ordinati per difficolt̀a crescente.

Esercizio 1.Risolvere l’equazione 3x≡ 7 mod 20e l’equazione 2x≡ 4 mod 20.

Risposta: x≡ 9 mod 20;x≡ 2 mod 10.

Esercizio 2.Determinare d = (135,102) mediante l’Algoritmo di Euclide descritto nel §6.1, e
determinare λ, µ∈ Z tali che d = 135λ+102µ.

Risposta: d = 3 =−3·135+4·102.

Esercizio 3.Determinare 31−1 mod 37.

Risposta: 31−1 ≡ 6 mod 37.

Esercizio 4. Usando il Teorema di Fermat 3.1.6ed il Teorema Cinese del Resto 2.1.2, dimo-
strare che n· (n30−1) è divisibile per 2·3·7·11·31 qualunque sia n∈ Z.

Risposta: Dato p∈ {2, 3, 7, 11, 31}, si osservi chep−1 | 30: dunque, sep - n alloranp−1 ≡
1 modp, e quindin30 ≡ 1 modp. Se invecep | n non c’̀e niente da dimostrare. La tesi segue
dal Teorema Cinese del Resto.

Esercizio 5. Usando il Teorema di Eulero 3.1.9ed il Teorema Cinese del Resto 2.1.2, dimo-
strare che 5n3 +7n5 ≡ 0 mod 12per ogni n∈ Z.

Risposta: Osserviamo che 5n3 +7n5 ≡ 7n3(n2−1) mod 12, e chèe sufficiente dimostrare la
tesi considerando separatamente le due congruenze modulo 3 e 4. Se 3- n alloran2 ≡ 1 mod 3,
ed in caso contrarion3 ≡ 0 mod 3. Inoltre se 2- n allora n2 ≡ 1 mod 4, ed in caso contrario
n2 ≡ 0 mod 4.

Esercizio 6.Determinare il massimo comun divisore D degli elementi di {n13−n: n∈ N}.

Risposta: NaturalmenteD | 213− 2 = 2 · 32 · 5 · 7 · 13. Per il Teorema di Fermat3.1.6, D è
divisibile perd = 2·3·5·7·13, ciòe per il prodotto dei primip tali chep−1 | 13−1. Inoltre, si
osservi chep2 - (p13− p) e quindip2 - D per ciascuno dei primi considerati sopra, cioèD = d.
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Esercizio 7.Determinare tutti gli interi a e b tali che 13a+17b = 1.

Risposta: a = 4+17k, b =−3−13k, dovek∈ Z.

Esercizio 8.Dimostrare che 8 non genera Z∗
p per p = 7, 13, 19, 31; piú in generale, dimostrare

che 8 non genera Z∗
p se p≡ 1 mod 6. Suggerimento: dimostrare che l’ordine di 8 è ≤ 1

3(p−1).

Risposta: Sep≡ 1 mod 6 allora esistek∈ N tale chep = 1+3k. Per il Teorema di Lagrange
1.3.7si ha 2p−1 = 1, e quindi 8k = 23k = 1, e l’ordine di 8 non superak = 1

3(p−1).

Esercizio 9.Dimostrare che se x∈ Z∗
n, allora l’ordine di x−1 è uguale all’ordine di x.

Risposta: Sianod e δ rispettivamente l’ordine dix e l’ordine di x−1 in Z∗
n: allora

(
x−1

)
d =

x−d =
(
xd

)−1 = 1. Dunqueδ ≤ d. In modo del tutto analogo si dimostra ched ≤ δ, e quindi
d = δ.

Esercizio 10. Determinare l’ordine di tutti gli elementi di Z∗
15 e dedurne che il gruppo in

questione non è ciclico.

Risposta: Si haZ∗
15 = {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}, i cui ordini sono rispettivamente 1, 4, 2, 4, 4,

2, 4, 2. SeZ∗
15 fosse ciclico dovrebbe esserci almeno un elemento di ordine 8.

Esercizio 11.Dimostrare che ogni elemento di Z∗
15 può essere scritto nella forma 2m ·11n, con

m∈ Z4, n∈ Z2; dedurne che il massimo ordine degli elementi di Z∗
15 è 4.

Risposta: Si tratta di una verifica.

Esercizio 12. Determinare, se esistono, le “radici quadrate” di 2 in Z∗
15, cioè le soluzioni

dell’equazione x2 ≡ 2 mod 15.

Risposta: Per quanto visto sopra, l’equazione non ha soluzioni.

Esercizio 13. Dati due numeri primi dispari distinti p e q, dimostrare che l’equazione x2 ≡
1 modpq ha 4 soluzioni distinte. Suggerimento: usare il Lemma 2.2.8ed il Teorema Cinese
del Resto 2.1.2.

Risposta:L’equazionex2 ≡ 1 modp ha le soluzionixp ≡ 1 modp edyp ≡−1 modp. Analo-
gamente, l’equazionex2≡ 1 modq ha le soluzionixq≡ 1 modq edyq≡−1 modq. Le quattro
soluzioni dell’equazione proposta sono dunque le soluzioni dei sistemi di congruenze{

x≡ xp modp

x≡ xq modq

{
x≡ xp modp

x≡ yq modq

{
x≡ yp modp

x≡ xq modq

{
x≡ yp modp

x≡ yq modq

Questi sistemi hanno soluzione per il Teorema Cinese del Resto, e queste soluzioni sono
evidentemente tutte distinte. Non possono esserci altre soluzioni perché sex è soluzione di
x2 ≡ 1 modpq, allorax2 ≡ 1 modp edx2 ≡ 1 modq.

Esercizio 14. Dedurre dall’Esercizio precedente che se n è divisibile per due primi dispari
distinti allora Z∗

n non è ciclico. (Si veda il commento a pag. 24 alla fine del §3.1).

Esercizio 15. Determinare tutte le soluzioni di x2 ≡ 1 mod 16. In generale, mostrare che per
α ≥ 1 l’equazione x2 ≡ 1 mod 2α+2 ha le 4 soluzioni distinte ±1, 2α+1±1 e non ne ha altre.

Risposta:La prima partèe una semplice verifica. Sia orax 6≡ ±1 una soluzione dell’equazione
x2 ≡ 1 mod 2α+2. Dato che questa equivale a 2α+2 | (x− 1)(x+ 1), scriviamox− 1 = 2βn
ed x+ 1 = 2γm per opportuniβ, γ ∈ N, e pern, m∈ N dispari. Osserviamo che uno fraβ
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e γ vale necessariamente 1, perché altrimenti siax− 1 chex+ 1 sarebbero divisibili per 4,
e questòe impossibile (sex+1≡ x−1≡ 0 mod 4 allora(x+1)− (x−1) ≡ 0 mod 4, e ciòe
2≡ 0 mod 4). Inoltre, per l’ipotesix 6≡ ±1 mod 2α+2 abbiamo anche 0< β, γ≤α+1. Dunque,
dato che 2α+2 | (x−1)(x+1), abbiamoα+2≤ β+ γ, ed esaminando i casi possibili troviamo
β = α+1 eγ = 1 oppureβ = 1 eγ = α+1.

Esercizio 16.Sia p = 28 +1 = 257. Dimostrare che 3 genera Z∗
p. In generale, dimostrare che

g∈ Z∗
p è un generatore se e solo se l’equazione x2 ≡ g mod p non ha soluzione.

Risposta: I divisori di p−1 sono della forma 2j , con j = 0, . . . , 8. Se l’equazionex2≡ g mod p
ha soluzione, allora l’ordine dig è≤ 1

2(p−1) eg non generaZ∗
p. Piú semplicemente, dato che

3 è un generatore, dall’Esempio in fondo a pag. 23 sappiamo che 3h è a sua volta un generatore
se e solo se(h, p−1) = 1, che equivale a(h,2) = 1, ciòeh deve essere dispari.

Esercizio 17. Utilizzando l’algoritmo di Gauss descritto nel §6.6, determinare un generatore
di Z∗

19. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione x3 ≡−1 mod 19.

Risposta: Presoa1 = 2, si verifica cheo(2) = 18. Le soluzioni dell’equazione proposta hanno
ordine che divide 6: infattix6 ≡ 1 mod 19 e quindi l’ordine dix divide 6. Inoltre ńe x né x3

valgono 1 e quindix ha ordine 2 oppure 6. Nel primo casox≡−1 mod 19. Nel secondo caso
218/6 ≡ 8 mod 19 e 25·18/6 ≡ 12 mod 19 sono le altre due soluzioni.

Esercizio 18. Utilizzando l’algoritmo di Gauss descritto nel §6.6, determinare un generatore
di Z∗

43.

Risposta: Presoa1 = 2 si verifica cheo(2) = 14 e che 3/∈ 〈2〉. Con qualche calcolo si verifica
anche cheo(3) = 42.

Esercizio 19.Determinare il logaritmo discreto di 5 rispetto al generatore 3 nel gruppo ciclico
Z∗

43, ed utilizzare il risultato per dimostrare che anche 5 è un generatore. Trovare la “formula di
cambiamento di base” per i logaritmi: in altre parole, esprimere il logaritmo discreto di x∈ Z∗

43
rispetto al generatore 5 mediante il logaritmo discreto rispetto al generatore 3.

Risposta: Il logaritmo discreto cercato vale 25. Siay il logaritmo discreto dix rispetto al
generatore 3 e siat il logaritmo discreto dix rispetto al generatore 5: in altre parole, 3y ≡ x≡
5t mod 43. Dato che 5≡ 325 mod 43, possiamo riscrivere l’ultima uguaglianza nella forma
3y−25t ≡ 1 mod 43. Poich́e 1= 3 ·42−5 ·25, abbiamo chet ≡−5y mod 42. Si osservi che la
situazionèe formalmente identica a quella che si presenta inR dove la formulàe

loga(x) =
logb(x)
logb(a)

.

Qui t = log5(x) = (log3(x)) · (log3(5))−1 ≡−5y mod 42.

Nel risolvere gli esercizi che seguono conviene utilizzare ilminimo residuopiuttosto che il
minimo residuo positivo, come indicato nella Definizione2.1.1. In altre parole, dato che si
devono svolgere calcoli inZ61, si consiglia di osservare che 31≡−30 mod 61, 32≡−29 mod
61 e cośı via.

Esercizio 20.Dimostrare con il minor numero di calcoli possibile che 2 genera il gruppo ciclico
Z∗

61.

Risposta: I divisori di 60 sono 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. Nonè difficile vedere che
21≡ 2 mod 61, 22≡ 4 mod 61, 23≡ 8 mod 61, 24≡ 16 mod 61, 25≡ 32≡−29 mod 61, 26≡
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−58≡ 3 mod 61, 210 = 24 ·26 ≡ 16·3 = 48≡ −13 mod 61, 212 ≡ (26)2 ≡ 9 mod 61, 215 =
212 ·23 ≡ 9·8≡ 11 mod 61, 220≡ (210)2 ≡ 169≡−14 mod 61, 230≡ (215)2 ≡−1 mod 61.

Esercizio 21.Sapendo che 2 genera il gruppo ciclico Z∗
61, determinare tutti gli altri generatori.

Si sfrutti il fatto che φ(60) = 16.

Risposta: I generatori diZ∗
61 hanno la forma 2n, doven ∈ Z∗

60 = {1, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59}. I generatori sono dunque 21 = 1, 27 ≡ 6 mod 61, 211 ≡
−26 mod 61, 213≡ 18 mod 61, . . .

Esercizio 22. Determinare il logaritmo discreto di 15 e di 24 rispetto al generatore g = 2 nel
gruppo Z∗

61 usando l’algoritmo di Shanks detto “Baby steps, giant steps” descritto nel §6.7.1.

Risposta: Sono rispettivamente 28 e 9.

1.2 Altro

Il racconto di E. A. Poe [2] in traduzione italianàe reperibile all’indirizzo
http://web.tiscali.it/no-redirect-tiscali/manuel_ger/ita/bug_ita.htm

Il testo [3] è servito da base per la parte iniziale della monografia “Introduzione alla critto-
grafia” [1] di Alessandro Languasco e Alessandro Zaccagnini.

2 Corrigenda

Pag riga Errata Corrige

10 10 definita definite
15 −7 (±1,±3,±5,±7) (±1,±5,±7,±11)
31 −4 xr(p−1)/2 xr(p−1)/4

34 22 vettorale vettoriale
38 −10 4a2x2 +4ax+b2 4a2x2 +4abx+b2

40 7 gaurdia guardia
40 −7 Rabin Rivest
41 2 d ∈ Z∗

n d ∈ Z∗
φ(n)

42 6 m= mbk ·a−ky m= mbk ·α−ky

43 8 intizione intuizione
43 −13 e∈ Z∗

p e∈ Z∗
p−1

47 1 Figura6.2 Vedi Figura1
50 8 Lehmann Lehman
50 −14 p1/4 p1/2

52 −8 ar
1 ar1

1
52 −2 a2 = 24 ·3 modp = 7 a2 = 28 ·35 mod p = 11
54 14 gm = 311≡ 96 mod 101 gm = 311≡ 94 mod 101
56 −1 algorimo algoritmo

Se il numero della rigàe negativo si intende che deve essere contata dal basso.
Tra la fine della pagina 58 e l’inizio della successiva si sostituisca (3 volte) “Lagrange” con

“Legendre.”

http://web.tiscali.it/no-redirect-tiscali/manuel_ger/ita/bug_ita.htm


3 Prove scritte 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72

73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84

85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96

97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 108

109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132

133 134 135 136 137 138 139 140 141 142 143 144

Figura 1: La versione corretta della Figura6.2

Desidero ringraziare l’amico Alessandro Languasco per avermi segnalato alcuni fra gli errori
piú gravi.

3 Prove scritte

3.1 Prova A, 15 maggio 2003

1. Determinareλ, µ∈ Z tali che 25λ +32µ = 1 ed utilizzare il risultato ottenuto per risolvere
l’equazione 25x≡ 4 mod 32.

Soluzione.Dato che 9·25−7·32= 1, l’equazione ha soluzionex≡ 4 mod 32.

2. Usando il fatto che 3 generaZ∗
31, determinare nel modo piú semplice possibile le soluzioni

dell’equazionex6 ≡ 1 mod 31.

Soluzione. Le soluzioni dell’equazione proposta hanno ordine che divide 6, e quindi sono 1,
35, 310, 315, 320, 325.

3. Dimostrare che 11̀e un generatore diZ∗
18, e determinarli tutti sapendo cheφ(18) = 6.

Soluzione.È una verifica: l’altro generatorèe 5.

4. Sapendo che 3 generaZ∗
31, determinare il logaritmo discreto di 29 usando il metodo di

Shanks.

Soluzione.Prima calcoliamom= 6, e quindi 30≡ 1 mod 31, 36≡ 16 mod 31, 312≡ 8 mod 31,
318 ≡ 4 mod 31, 324 ≡ 2 mod 31, 330 ≡ 1 mod 31. Dato che 29 non compare in questa lista,
calcoliamo in successione 3·29≡ 25 mod 31, poi 32 ·29≡ 13 mod 31, e infine 33 ·29≡ 8 mod
31, da cui ricaviamo 29≡ 312−3 ≡ 39 mod 31.

5. Dimostrare (senza fare tutti i calcoli) che le soluzioni dell’equazionex6 ≡ 1 mod 47 sono
x≡±1 mod 47. Suggerimento: per il Teorema di Fermat si hax46≡ 1 mod 47 sex 6≡ 0 mod 47
(max≡ 0 mod 47 noǹe soluzione dell’equazione data). Dunquex6λ+46µ ≡ 1 mod 47 per ogni
λ, µ∈ Z. Si scelganoλ eµ in modo opportuno con l’Algoritmo di Euclide esteso.
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Soluzione.Sceltoλ = 8 eµ=−1 si trova chex2 ≡ 1 mod 47.

3.2 Prova B, 15 maggio 2003

1. Determinareλ, µ∈ Z tali che 24λ +35µ = 1 ed utilizzare il risultato ottenuto per risolvere
l’equazione 24x≡ 5 mod 35.

Soluzione.Dato che−16·24+11·35= 1, l’equazione ha soluzionex≡ 25 mod 35.

2. Usando il fatto che 3 generaZ∗
31, determinare nel modo piú semplice possibile le soluzioni

dell’equazionex5 ≡ 1 mod 31.

Soluzione. Le soluzioni dell’equazione proposta hanno ordine che divide 5, e quindi sono 1,
36, 312, 318, 324.

3. Dimostrare che 5̀e un generatore diZ∗
18, e determinarli tutti sapendo cheφ(18) = 6.

Soluzione.È una verifica: l’altro generatorèe 11.

4. Sapendo che 3 generaZ∗
31, determinare il logaritmo discreto di 15 usando il metodo di

Shanks.

Soluzione.Prima calcoliamom= 6, e quindi 30≡ 1 mod 31, 36≡ 16 mod 31, 312≡ 8 mod 31,
318 ≡ 4 mod 31, 324 ≡ 2 mod 31, 330 ≡ 1 mod 31. Dato che 15 non compare in questa lista,
calcoliamo in successione 3·15≡ 14 mod 31, poi 32 ·15≡ 11 mod 31, e infine 33 ·15≡ 2 mod
31, da cui ricaviamo 15≡ 324−3 ≡ 321 mod 31.

5. Dimostrare (senza fare tutti i calcoli) che le soluzioni dell’equazionex8 ≡ 1 mod 47 sono
x≡±1 mod 47. Suggerimento: per il Teorema di Fermat si hax46≡ 1 mod 47 sex 6≡ 0 mod 47
(max≡ 0 mod 47 noǹe soluzione dell’equazione data). Dunquex8λ+46µ ≡ 1 mod 47 per ogni
λ, µ∈ Z. Si scelganoλ eµ in modo opportuno con l’Algoritmo di Euclide esteso.

Soluzione.Sceltoλ = 6 eµ=−1 si trova chex2 ≡ 1 mod 47.
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